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L'analyse de la distribution orientée des forces de contact dans un milieu granulaire
simple a permis d'identifier et de préciser deux mécanismes d'écrouissage, l'un lié a
'évolution des valeurs moyennes des forces de contact, I'autre a I'évolution de la
largeur des distributions de ces forces. Ces résultats sont replacés dans le cadre
d'une analyse élastoplastique. Nous montrons que le modéle ainsi défini permet de
traduire l'essentiel des comportements observés expérimentalement dans les sols

granulaires.

Abstract :

The analysis of the orientational distributions of contact forces in a granular material
is allowed to identify and define two hardening mecanisms, the first one is related
with the evolution of the mean contact forces and the second is related with the
evolution of the wideness of the distributions of these forces. These results are
considered in the frame of an elastoplastic approach. Then it is shown that the
proposed model allow to describe a good lot of experimentally observed beheaviors
of granular materials.
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1. INTRODUCTION

A ce jour la modélisation du comportement des
matériaux granulaires n'est pas satisfaisante en particu-
lier dans le cas de sollicitations complexes.

L'une des raisons de ce relatif échec tient & ce que,
pour ce type de matériau, 'analyse des microméca-
nismes de déformations irréversibles est toujours restée
extrémement sommaire, contrairement a ce qui a été
fait par exemple pour les métaux. Pour ces matériaux,
I'approche élasto-plastique, nourrie par une analyse
des micro-phénoménes, proposée par les métallur-
gistes, s'est avérée trés satisfaisante.

Le but de cet article est donc de proposer une analyse
statique d'un milieu granulaire simple afin d’éclairer
certains mécanismes de déformations irréversibles ainsi
que les variables fondamentales commandant ces
mécanismes [9].

Nous nous bornerons a analyser un milieu granulaire
bidimensionne] formé de cylindres égaux dans un
assemblage quelconque non régulier.

2. ’APPROCHE MICROSCOPIQUE

Le micromécanisme fondamental de déformation irré-
versible dans un milieu granulaire est le glissement
entre grains.

La condition de glissement au contact (fig. 1) s’écrit:

| T%| = uN* (1)
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Fig. 1.

iw étant le coefficient de frottement du matériau
constituant les particules,

La relation (1) qui régit I'existence des déformations
irréversibles dans le milieu ne fait intervenir que les
forces de contact, I'analyse statique parait donc a priori
la plus adaptée pour décrire ces déformations.

La variable statique a grande échelle (macro) est le
tenseur des contraintes noté o, Les variables stati-
ques a l'échelle des grains (micro) sont les forces de
contact, dont les composantes sont notées F%.

L'orientation des points de contact caractérise la
géométrie de I'assemblage de la structure granulaire,
c’est donc un paramétre essentiel.
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L'ensemble des F% est décomposé en sous-ensembles
définis pour une orientation donnée (n) qui seront
notés ‘,(m. Soit P(E) la probabilité d’existence d'un
contact d'orientation compris entre les limites 6 *
do/2 (fig. 2).

Fig. 2.

N étant le nombre de contact par unité de volume,
dans un volume V le nombre de ces contacts est égal
a:

NVP(n) do (1)

Le volume V analysé est supposé suffisamment grand
pour que ce nombre soit grand.

Les sous-ensembles Fi(n) sont formés d’un nombre
important d'éléments discrets qui peuvent étre décrits
par une distribution (fig. 3).

ok_ cic

Fig. 3. — Distribution des variables F,.

Ces distributions sont définies de fagon approchée par
leurs moments statistiques.

La précision de la description augmente avec le
nombre de moments pris en compte.

Nous allons analyser tout d'abord une description trés
simplifiée limitée au premier moment statistique (la
valeur moyenne) puis nous proposerons une descrip-
tion & partir des deux premiers moments (moyenne et
écart type).

3. DESCRIPTION STATISTIQUE
AU PREMIER ORDRE
(MECANISME D’ECROUISSAGE N°1)

Les variables microstatiques sont décrites par la valeur
movenne notée F“(E’ des sous-ensemble F‘;(ﬂ
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3.1. Relations entre les variables micro et
macrostatiques.

La relation permettant de calculer la variable macrosta-
tique (0,3) & partir des variables microstatiques (F¥) a
été établi par Weber [15]:

1
op = Fa b (2)

V est le volume analysé et la sommation sur k est
étendue a tous les contacts dans le volume V (fig. 4),

PR
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Fig. 4.

Pour un matériau formé de cylindres de diameétre D la
relation (2) s'écrit [2, 6]

0up = ND f PR} Fuln) ny do 3)

Cette relation fait apparaitre le produit P(n) F,(n) dont
il parait difficile de dissocier les deux termes. C'est
donc ce produit que nous avons choisi comme variable
microstatique. On remarguera que ce produit associe

une variable statique F,(n) et une variable caractérisant
la géométrie de la structure P(n).

Nous _cherchons a définir la variable microstatique
(P(n) F,(n)) a partir de la variable macrostatique (0,g).

La relation (3) exprimée dans le repére principal de
0,p nous conduit & proposer I'expression de P(n) Faln)
sous la forme [4]:

P(n) FA(n) = ND o4 fa(n) (5)

L'emploi de l'indice grec majuscule A signifie que cette
relation n'est valable que dans le repére principal de
O,s, et sans sommation sur l'indice A.

La relation (5) exprime que P(n) F4(n) est le produit
d'un terme 0, qui caractérise la sollicitation et d'un
terme NDi,(n) qui caraclérise ['état interne de la
structure granulaire.

Si I'on reporte (5) dans (3), on constate que f,{a doit
satisfaire aux conditions suivantes:

f b ns dO = Bax 6)
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On notera que f.(n) est une fonction vectorielle que
I'on pourra exprimer aisément dans un repére quelcon-
que a partir de f,(n).

Pour une sollicitation isotrope appliquée & une struc-
ture isotrope, la symétrie du milieu impose que: f'°(n)
= An,

compte tenu de (6) on aura donc:
2
felmn) = — e

’

L'état caractérisé par f°i(n) sera défini comme «I'état
vierge ».

3.2. Discrétisation de I'état interne

La relation (5) définit la fonction fa(r_l') qui caractérise
'état interne du milieu.

Nous cherchons & exprimer cette fonction a partir d’'un
nombre fini de parametres, Pour cela, nous intro-
duisons un développement de fn.{ﬁl en fonction de
n[l1, 5]:

falD) = Wopny + Yo My Ny N

Nous avons montré [6] que pour un matériau bidi-
mensionnel ce développement s'écrit

% fi0) = ny + Ay (03 = 3 n3Iny + Age
(3 — 3nf)n,
= ) = nz + Ay (nF = 3 ndiny +
(n%2 — 3n?)n,

Les quatre variables A, caractérisent I'état interne du
milieu. Pour un milieu isotrope soumis a une sollicita-
tion a directions principales fixes iz = kg, = 0
Dans ce cas, I'état du milieu ne dépend que de 2
variables internes A;; et hss.

Dans la suite de cette étude, nous nous limiterons a ce
type de sollicitations.

3.3. Signification physique
des variables d’état

Pour une sollicitation donnée, les variables d'état A.g
caractérisent la distribution du vecteur P(n) F‘,(ns. en

particulier on notera sur la figure 5 que l'orientation y
de ce vecteur par rapport & n est trés sensible a la
valeur des A.g.

Considérons la décomposition suivante des contraintes
principales o, :

O = Oatn} + Oﬁ"’

0, est la part de 0, due uniquement aux compo-
santes normales des forces de contact.
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Ay = 0

Ok >\zz =0
= )\z_z = 012-
o >\zz - 0/2.

Fig. 5. — Distribution des orientations y des valeurs
moyennes des forces de contact,

0," est la part de o, due uniquement aux compo-
santes tangentielles des forces de contact.

Pour une sollicitation sans rotation du repére principal
(M2 = Ay = 0), (5) et (3) permettent de définir o,™
en fonction de o,

3 A 1
o= (3 5 0o (- 21
Soit.& = loy — oy = UI‘N) . Uum)
o + oy o) + Oy
o — 0:,‘"‘ = [ + g
o+ oy (7)
s caractérise 'angle de frottement interne mobilisé,
(7) peut s’écrire aussi sous la forme:
1 e A
(n) - . emmi + ._d-
s 5 st s 2 (8)

avec A'm = ()\11 + 122)/2 et kd = ()\11 - ng)/2

Les relations (7) et (8) montrent que I'évolution des
variables d'état A.; traduit I'adaptation de la structure
de facon a@ ce que le déviateur soit supporté pour une
plus grande part par les composantes normales des
forces de contact qui sont au niveau de chaque contact
les éléments stabilisants.

On notera dans (8) que 8s™/8k,, = s/2 dépend du

o ne dépend pas du

signe de s et que 8s'"™/8hy =
signe de s.

An caractérise un mécanisme isotrope d'évolution de
'état et Ay un mécanisme anisotrope.

En effet pour Ay > 0, A, = 0 .

(n) S
sl >
[ 2 SI

1
sis>0ets‘"’<|7s]sis<0

On notera de plus que 8s™/8M,, <ds™/d)y pour toute
valeur de s.

Donc Ay correspond au mécanisme d'évolution opti-
mum quel que soit s.

On peut donc considérer que, en premiére approxima-
tion, I'évolution de I'état est commandée par la seule
variable d’état oy = Ah;; — Az (Pour une sollicitation
irrotationnelle),

Un programme de simulation numérique [1] nous a
permis de montrer que Ay est compris entre — 0,35 et
+ 0,35.

On notera que l'égalité s = s comespond au cas
oll le déviateur est supporté uniquement par des
forces normales. Par exemple pour un état défini par
kg =03 on peut calculer un angle de frottement
interne mobilisable égal a 17,5% sans frottement inter-
granulaire (un = 0).

Ces résultats sont en accord avec les travaux de
THORNTON [14] qui en utilisant le programme numé-
rique de Cundall [7] a montré que dans un milieu
granulaire, ce sont essentiellement les forces normales
qui supportent le déviateur (fig. 6).

Donc dans un milieu granulaire 1'angle de frottement
mobilisable est lié d'une part au frottement intergranu-
laire mais aussi et surtout a ['évolution de I'état du
milieu (Ay) permettant aux composantes normales de
supporter une part importante du déviateur.

3.4. Critére de glissement

La relation (1) traduit la condition de frottement au
contact k.

Par sommation sur tous les contacts définis pour une
méme orientation 0, les valeurs moyennes des forces
de contact doivent satisfaire & une condition semblable

[T(6)] < N(B) u ou encore IP(HST(—HS'| < P(am u
(9)




LES MICROMECANISMES DE DEFORMATIONS PLASTIQUES
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Fig. 6. — Contribution des composantes normales
et tangentielles des forces de contact & I'angle de
frottement mobilisé s.

On notera que si (9) est une condition nécessaire pour
que l'on soit dans un état possible, elle n’est pas a
priori suffisante mais c’est la seule que nous pouvons
écrire car nous ne disposons que d'informations sur les
valeurs moyennes.

Pour aller plus loin, il faudrait raffiner la description
statistique (voir § 4).

Pour expliciter le critére (9), nous nous plagons dans le
repére principal des contraintes.

P(n)N et P(n)T peuvent étre calculées a partir de P (n)

Fa(n) qui elles-mémes peuvent étre exprimées (5) a
partir des fonctions f4(n).

La relation (9) s'écrit alors:

(n; — n, wn, f2
Supy { (n; W + ny)ny b }
.
Oz
(n; + np wn, )
< Infy { i } (10)
avec: = nf,/2n, 2 = nfy/2n,

Le terme f2/f1 dépend de I'état du milieu et caractérise
'effet de mémoire dans le matériau.

Dans I'état isotrope de référence, ona f; = f, = 1, les
inégalités (10) caractérisent alors un critére de type
«Mohr-Coulomb» d'angle de frottement interne égal a
d (tg & = ).

tg(n/d — 8/2) < oy/0, < tdP(n/d + 6/2)

Les orientations critiques sont:

0 = n/d + &/2
{ 0 =n/4 — 82

pour 0; > o,
pour 0; < 03 (11)

Il est difficile d’écrire le critére en fonction des variables
internes. Cependant on peut en donner une expression

approchée pour A, = 0, en supposant que les
orientations critiques varient peu avec A4:

‘92(% = %) 11++}\x,2(-1 1++225ir" el
d sin 9) Op

5 ) 1 + Al — 2 sin 9) e

11
stg2(4 * 2] T3 F 28

L'écriture de ce critere montre de nouveau que I'angle
de frottement mobilisable dans un milieu granulaire est
lié au frottement intergranulaire (tg®(n/4 + &/2)) et a
I'état du milieu (restructuration caractérisée par Ay)

Le critére (12) peut aussi s'écrire sous la forme:
sin & + Ay cos 20

01 — Oz

g, > O =< .
: * 0, + 0 1 —)ysind
Oz — 03 sin & — Ay cos 20
o0 < Oy = =
0, + 0o 1+ Xysind

(13)

Le critére (12, 13) permet de définir dans un plan p, q
(fig. 7) les courbes limitant le domaine «sans glisse-
ment». Ce sont des droites issues de I'origine et
paramétrées par la variable d'état Ly

Si nous nous plagons dans le cadre d'une analyse
élastoplastique, ces droites sont les représentations des
fonctions de charge attachées au mécanisme d’écrouis-
sage paramétré par A4 ce mécanisme d'écrouissage est
de type «cinématique» (fig. 8).

3.5. Régle d’écoulement

Pour définir la régle d'écoulement associée a ces
fonctions de charge, nous écrivons que le travail
plastique est égal au travail des forces de glissement:

N g St p———————
O deBg = 3 T‘&@“:fﬂﬁﬁdg(mde
k=1 o
(14)

dg*: glissement relatif au contact k (T¢dg* > 0)
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A % _ D‘: _0‘;
- Ag= 025
é=200 ’/' ,Ad=o,1
Ag=0
P= 93_5_01
Ag= 0,25
== )‘d = 0,1
/\d =0
Fig. 7. — Surfaces de charge associées
au mécanisme d’'écrouissage n°1.
SO o
_—_ T(m) d?(?ﬂ

On remarquera que dg(n) est du signe de T(n).
La relation (14) s'écrit dans le repére principal:

O d€| } o]} dE“

_ % /‘x[— o i (55 n, + oy fy (E’ n;J dg(m dan

En identifiant en o; et o; on obtient:

dg; = _Tl / nf| () np dan) de
dey = —[1)— / "f,, (n) ny dg(n) do

Ou encore en explicitant f; et fy:

dej = f“[1+)\d 2 cos 2 6 — 1)]

nD
ny np dg(n) de

Pour toute valeur de 0:

nyn,dd (n) est du signe de nyn,T (n) qui est lui-méme
du signe de (0, — o)

Donc:

G = (2/aD) /xnlnz dg(r—ﬁ df est du signe de (0 — 0;)

(2/xD) /nZ cos 2 6 mn, dg(n) do = « G
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Fig. 8. — Critére de glissement paramétré par iy
(mécanisme d’écrouissage n°1).

On peut montrer que — 2 < o < + 2, dépend de la
distribution des glissements dans la structure (dg(n);.

La régle d'écoulement s'écrit alors:

d€|=—G[]+kd(—1+H)]
dey = G [1 + Ay (1 + )] (16)
Le potentiel plastique associé a (16) s'écrit:
o _ _14+x(l+a
02_1+).d(-1+«)) W

On notera que la variation de volume défini par — (dg
+ dg;) ne dépend pas de «, pour une sollicitation
monotone, elle est toujours positive ou nulle:

= (dE] + dE") = = ZG)»d (18)

Si I'on fait 'hypothése que la majorité des glissements
se produit pour les orientations critiques (11) du critére
(12) on peut alors exprimer «:

pour 0; > 0Oy &= — 2snd
pour 0, < Oy « = 2sin d

Dans ce cas la régle d’écoulement (16) et le potentiel
plastique (17) sont parfaitement définis.

Dans cette hypothése, la régle d'écoulement (16) et le
critéere (12) permettent d’écrire pour une sollicitation
monotone en compression:

e

g

Oy

o
2

dE]]
d€|
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De méme en extension:

2o-vf- 8

Ces relations sont identiques aux relations contraintes-
dilatances qui ont été proposées par ROWE [11].

On notera que ces relations ont été obtenues moyen-
nant une hypothése simplificatrice sur le critére et sur
la régle d’écoulement.

4. DESCRIPTION STATISTIQUE AU 2°
ORDRE (MECANISME D’ECROUISSAGE
N° 2)

Les distributions des variables aléatoires analysées dans
le précédent chapitre (P(n) FX) ont été décrites
uniquement par leurs valeurs moyennes P(n) F,(n).

Nous nous proposons d'analyser ici la description &
l'ordre supérieur en prenant, de plus, en compte
les écarts types de ces distributions qui seront notés
P(n) s.. En outre, nous supposons que ces distributions
sont symétriques et limitées par les wvaleurs P(n)
[Fy *2s,] (Fig. 9).

PPRE

P(R)Fy

}

i

P()F,
~—L4P(A) dq—

Fig. 9. — Distribution des variables P(n) F,.

4.1. Analyse et discrétisation de I'écart type

La relation (5) du paragraphe précédent exprime que
la valeur moyenne des F% est proportionnelle a la
contrainte appliquée o,.

Si I'on étend cette hypothése a chacune des valeurs
F¥, le produit P(n) s4(n) peut s'écrire sous la forme:

PR} s @) = NLD O vl (19)

v, (n) caractérise I'état du milieu, cette fonction joue
un réle analogue a la fonction f, utilisée pour la
description au 1% ordre (5), elle est indépendante de
Oy

De méme que pour la fonction f, nous proposons de
discréditer la fonction v, (n) sous la forme:

Vo (M) = Vo — Vg ng — Vg, ng 1,
va(m=va(—ﬁ§doncvw=0

Pour une sollicitation & directions principales fixes le
milieu conserve les symétries par rapport aux axes
principaux 1 et 2 donc:
Vo () = vy (— B) et v, (B8) = v, (m — 0)
Donc Vy12 = Vg = 0.
Si 'on pose pour simplifier I'écriture:

Vai = Va1 et Vo = Vezp,
V, s'écrit alors:

ValM) = Vo — Vg 1 (20)
Pour une sollicitation isotrope (0, = o), I'écart type

des composantes normales (sy) et des composantes
tangentielles (sy) des forces de contact s'écrit:

g5 =iHs S5 + 1% &
& =ng sk +nisk

Du fait de la symétrie du milieu sy et sy doivent étre
indépendants de n ce qui conduit aux conditions
suivantes:

V,=V2=Vo etVu¢=0

Donc a I'état vierge: v (ﬁ’ =V

4.2. Sollicitations déviatoires

On peut montrer [1] que pour que le développement
(20) soit unique, il faut fixer V,. Nous posons V, =
V,, V, s'écrit alors:

Vo (M) = Vy — vpp 0 (21)

4.2.1. Critére de glissement

Si I'on prend en compte la largeur des distributions
limitées a 2 s,, le critére s'écrit:

(ng — nap) (ng b + 2w,) 0y
Stpo { (ng + ny ) (n;fy = 2 vy) } > Oz
(nl -+ Ny IJ.) (n2 .{2 — 2V2)
= Infe { (np — ny ) (nyfy + 2vy) } (22)

qui peut aussi s'écrire de facon approchée:

tg(%—%) 'fzsin(%-%a)-i-sz

f, cos (% - —2—) - 2w




t, sin (%- + %) - 2v,

o1 kil i)
Sozs“"(c}““z

f, cos (% + —g—) + 2v;

(23)

Lorsqu'un milieu granulaire vierge est soumis a une
sollicitation isotrope, on observe des déformations
irréversibles, donc le critére (23) est satisfait pour:

;.= 02,?1 =?2= letv, =V2=V°.
Cette condition permet de déterminer V.
2V, = V2isin (8/2)

Dans I'hypothése ot le mécanisme d'écrouissage
caractérisé par f, n'est pas activé, le critére (23) est
donc paramétré par les quatre paramétres définissant
Vo Vg

Pour 0y > 0Oz |3v1/8V12| > |8v,/8Vu|

et l8v2/8V22| > |8v2/3V2, l

On supposera donc que V;; = Vo = 0 et que ['état
du milieu est décrit par V5 et V. On peut montrer
de plus que seul le parametre (Vip + Vi3)/2 est
significatif alors que (Vy2 — Va3)/2 n'a qu'une faible
influence sur I'évolution du critére (22).

On posera donc V;3 = Vi = V, seul parametre a
évoluer pour 0; > 0,

Pour 0, < 0, le seul paramétre significatif de I'évolu-
tion du milieu est V]] = Vzl = Vl.

Donc ce mécanisme d'écrouissage est paramétré par
les deux variables V, telles que:

vy =vm=vm =V, -V, n? (24)

Les fonctions de charges associées a ce mécanisme
d'écrouissage sont des droites issues de ['origine
(fig. 10).

—

:b’i :0{2 Zyz:ols
---- 77 / - o;icr,

e - ——

Fig. 10. — Fonctions de charge associées
au mécanisme d‘écrouissage n°2,
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On peut voir sur la figure 11 que le mécanisme
d'écrouissage paramétré par V, est de type: (isotrope
+ cinématique).

A

o SIS

Fig. 11. — Critére de glissement paramétré par V,
pour une sollicitation monotone croissante
(o; > a0,) — Mécanisme d’écrouissage n®2.

4.2.2. Regle d’écoulement

Il est possible de définir la régle d'écoulement associée
a ces fonctions de charge de la méme fagon que nous
I'avons fait en 3.5., mais en posant:

_ __Tin) dg(n)
da(n) = T = 2 se(n)
(+ si T > 0 — si T(n) < 0)

On obtient ainsi:

de = _Tl f "(f, (n) + 2v) n, dg(n) do
oy = .113 f "ty () = 2v) ny da) do (25)

Dans cette formule ainsi que dans les formules
suivantes, le signe inférieur concerne o; > 0,: le signe
supérieur concerne 0; < 0s.

Dans le cas ou le premier mécanisme n’est pas actif:
Ny fl = 14 f" et donc:
2v

— (dg + degy) = £ F‘

[ / nnl dg(ﬂ de + / an dQ(m de]

Pour une sollicitation sans rotation des directions
principales dg(fl) est symétrique par rapport aux deux
axes principaux de sollicitation, donc:

f "1s QD) d6 =0

donc: — (dg + dgy) = % 2%

E "n; da(m) do (26)
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./' n; dg(ES df est du signe de (0, — 0;) donc pour

v# 0 la varation de volume: — (dg + dg;) sera
nécessairement négative (pour g, > 0, et pour 0, <
02).

Donc I'évolution du second mécanisme d’écrouissage
paramétré par V, se traduit nécessairement par une
diminution de volume.

Si on fait I'hypothése que la majorité des glissements
se produit pour les orientations critiques (11) on
obtient de méme que pour le mécanisme précédent:

A (1 + i) dey
02 4 2 dE|
(+ pour o; > 0p — pour 0, < Og)

Donc ces relations semblables aux relations contraintes-
dilatance de ROWE sont valables en premiére approxi-
mation aussi bien pour le deuxiéme mécanisme d'é-
crouissage que pour le premier.

4.3. Sollicitation a déviateur constant

L'analyse présentée ici fait apparaitre des criteres de
glissement défini par le rapport 0,/0,. Dans cette
hypothése, toute sollicitation telle que o0,/0, = cte ne
provoquera pas de déformations irréversibles.

Ceci n'est vrai qu'en premiére approximation, en
particulier une sollicitation isotrope croissante
(0;/0, = 1) se traduit par de petites déformations
irréversibles.

Si I'on veut traduire ce phénomene, il faut modifier la
relation (19) qui traduit I'hypothése de proportionnalité
des FX a o, En effet, du fait des déformations au
contact, le nombre de contacts (et donc P(n)) évolue
légérement avec la sollicitation. Ces déformations n’é-
tant pas proportionnelles & o,, la relation (19) n'est
certainement acceptable qu’en premiére approximation.

Nous proposons donc de substituer a la relation (19) la
nouvelle relation:

a (1+a)
P(;]‘S Sa (m - rq2[) ()“ v 0na a5 NzD v Oa =

(27)

L’exposant a est un nombre > 0 a déterminer, p, égal
a la pression atmosphérique permet d'assurer I'homo-
généité de la formule (27).

L'analyse présentée en 4.2, et 4.3. peut étre dévelop-
pée avec cette nouvelle hypothése.

En particulier la nouvelle valeur de V, associée & une
sollicitation isotrope (o) peut étre définie:

_ B o8

N, = V2 S Sn

On voit que lors d'une sollicitation isotrope croissante,

Vy doit diminuer ce qui se traduira par une évolution

de l'état du milieu donc des déformations irréversibles,
ce qui correspond bien & la réalité expérimentale.
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Les surfaces de charges associées au deuxiéme méca-
nisme ne sont plus des droites issues de I'origine mais
présentent une légére courbure (qui dépend de la
valeur de l'exposant a) (fig. 12).

“q-

Fig. 12. — Fonctions de charge associées
au mécanisme d’écrouissage n° 2.

5. MODELE PROPOSE DANS
UNE APPROCHE ELASTOPLASTIQUE —
CONFRONTATION AVEC L’EXPERIENCE

5.1 Modéle proposé

L’analyse microstructurale présentée précédemment
conduit, dans le cadre d’'une analyse élastoplastique, a
un modeéle & deux mécanismes d’écrouissage (fig. 13):

Mo

Mecanisme
d'ecrouissage

n® 1 %} -siné
\Z

Mecanisme I

d'ecrouissage n°® 2 P

9. - sind

Mecanisme Zp
d'ecrouissage

Fig. 13. — Domaines d‘activation des mécanismes
d’écrouissage 1 et 2 pour un matériau vierge.

Limites des 2 mecanismes
pour un materiau vierge



— Le mécanisme noté n°1, présenté au § 3 traduit
I'évolution des valeurs moyennes orientées des forces
de contact.

Pour un milieu bidimensionnel et pour des sollicitations
irrotationnelles, ce mécanisme est paramétré par un
scalaire (Ay).

Ce mécanisme est de type cinématique. Pour une
premiére sollicitation monotone, ce mécanisme est
nécessairement activé pour o,/0, < tg? (/4 — 8/2) ou
pour 0,/0, = tg® (/4 + &/2).

La fonction de charge et le potentiel plastique associés
a ce mécanisme sont représentés dans un plan p,q par
des droites issues de I'origine (fig. 7).

Pour une sollicitation monotone, lorsque ce mécanisme
est activé, la variation de volume est positive (dilatan-
ce). Pour des sollicitations complexes (cycliques) la
variation de volume peut étre positive ou négative
selon le cas,

— Le mécanisme noté n°2 et présenté au § 4 traduit
I'évolution de la largeur des distributions orientées des
forces de contact.

Pour un milieu bidimensionnel et pour des sollicitations
irrotationnelles, ce mécanisme est paramétré par deux
scalaires (V).

Ce mécanisme est de type (isotrope + cinématique).
Pour une premiére sollicitation monotone, ce méca-
nisme est activé dés le début de la sollicitation.

Ce mécanisme ne peut éire activé seul que pour:
tg® (/4 — 8/2) < oyl < tg® (m/d + 8/2)

La fonction de charge et le potentiel plastique associés
a ce mécanisme sont représentés dans un plan p,q par
des lignes légérement incurvées issues de I'origine
(fig. 12).

Lorsque ce mécanisme est activé seul, la variation de
volume est négative (contractance).

Lorsque I'un ou l'autre de ces deux mécanismes sont
activés les déformations irréversibles satisfont en pre-
miére approximation, a la relation contrainte-dilatance
de ROWE.

Pour une premiére sollicitation monotone la figure 13
montre les domaines d'activation des différents méca-
nismes.

Apres sollicitation, les limites de ces domaines évo-
luent, il y a création dun domaine «élastique»
(fig. 14).

On peut penser que dans la réalité, le passage de
'activation de l'un des mécanismes d'écrouissage a
l'autre se fera progressivement au voisinage des limites
précédemment définies.
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Fig. 14. — Domaine d'activation des mécanismes
d'écrouissage 1 et 2 pour un matériau déja
écroui en compression (o; > o5).

5.2 Confrontation
avec la réalité expérimentale

® Sollicitation isotrope

L'hypothése (27) traduit I'existence de déformations
irréversibles sous sollicitation isotrope, qui vont étre
commandées par I'évolution de V.
dV,
do

a ; 1
T WEER M0 e

La relation (28) est compatible avec la forme de la
courbe expérimentale (fig. 15),

Moyennant certaines hypothéses supplémentaires 1'ex-
posant a pourrait étre identifié & partir de la courbe
expérimentale: ¢ = f(AVP/V,).

® Premiere sollicitation déviatoire monotone

L’expérience montre l'existence d'un domaine ol le
matériau est contractant et d'un domaine ou le
matériau est dilatant. HABIB et LUONG (8,10] ont
montré que ces deux domaines sont limités dans le
plan p,q par une droite dite droite caractéristique qui
ne dépend pas de la densité du matériau (fig. 16).

Ces résultats expérimentaux sont en accord avec notre
analyse. Le domaine subcaractéristique est le domaine
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Fig. 15. — Déformation volumique irréversible
sous contrainte isotrope.
(d’aprés Luong [10]).

d'activation du mécanisme d’écrouissage n° 2 (contrac-
tance), le domaine surcaractéristique est le domaine
d’activation du mécanisme d’écrouissage n®1 (dilatan-
ce). La limite entre les deux domaines est indépen-
dante de la densité du milieu (fig. 13).

Il est possible de déterminer expérimentalement les
fonctions de charge. Les représentations de ces fonc-
tions de charge sont des lignes légérement incurvées
issues de l'origine (fig. 17).

Ces résultats expérimentaux sont en accord avec notre
modele (fig. 7, 12).

Les expériences de compression-extension représentées
sur la figure 18 permettent de définir le type d'écrouis-
sage. Pour une faible valeur du déviateur, le méca-
nisme d’écrouissage semble étre de type (isotrope +
cinématique), et pour un déviateur plus élevé, de type
cinématique, ce qui est parfaitement compatible avec le
modéle proposé.

e Sollicitations cycliques

Lors de sollicitations cycliques de compression-
extension de grande amplitude, les variations de
volume montrent une tendance générale au compac-
tage, méme pour des échantillons denses [13] (fig. 19).
Ce phénomeéne est correctement traduit par le modéle
proposé. Lors de la 1™ sollicitation en compression, les
mécanismes 1 et 2 sont activés, A, évolue (A; > 0),

§= 4=y n
/ Domaine
surcaractéristique
LR dilatant
LC
® = Arc sin ( 'lc,
+l’]c
) l Domaine
subcaractensthue 0,+20,

contractant

N
DN

Fig. 16. — Critére caractéristique.
(d’aprés Luong [10]).
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quand la sollicitation est inversée le mécanisme 2 est
activé (contractance), puis le mécanisme 1 (en exten-
sion), la variation de volume associée est alors égale a:

—ad (dE| - dﬁu) == Zde

G est du signe de 0, — o; (donc > 0).

écroui, iso. + cinéma.

g:_g; y écrouissage cinématique
“05"&) —— 5o =N
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Fig. 19. — Cycles de grande amplitude entre deux
valeurs de déformation axiale (Sable dense).
(d‘aprés Thanopoulos [13)]).
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Ay est > 0 au début de l'activation du mécanisme
n° 1, donc la variation de volume est alors négative. Si
la sollicitation en extension se poursuit, Ay évolue et
devient négatif (légére augmentation de volume). Aprés
une nouvelle inversion du sens de sollicitation, il se
produit de nouveau une contractance suivi d'une
léegere dilatance en fin de cycle et le processus se
reproduit ainsi pour chaque cycle (fig. 19).

6. CONCLUSION

['approche microstructurale présentée ici a permis de
définir les mécanismes d'écrouissage d'un modéle
élastoplastique a partir de la réalité physique fonda-
mentale.

Le modéle proposé semble traduire I'essentiel des
comportements observés expérimentalement.

L'analyse présentée a été limitée aux cas de sollicita-
tions irrotationnelles. L'analyse de sollicitations avec
rotation des directions principales ne présente aucune
difficulté théorique mais augmente le nombre de
paramétres d’écrouissage, elle fera I'objet d’'un pro-
chain développement.
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