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Résumé
Grâce à l'utilisation du principe des travaux virtuels, il est possible de présenter 
une approche unifiée de l’interaction sismique sol-structure mettant en évidence 
les sollicitations exercées d'un système sur l'autre adaptées à la cinématique de 
chaque domaine. La considération du problème sismique au niveau de la fonda­
tion est avantageuse car celle-ci peut souvent être considérée comme rigide.
Le raisonnement en sous-structures développé ici ne repose que sur l’hypothèse 
de linéarité du comportement. Cette hypothèse restrictive étant retenue, le pro­
blème complet de l’interaction est envisagé en insistant sur une utilisation d'un 
champ sismique local le plus riche possible. Divers types de fondations sont 
envisagés. Le traitement numérique n'est développé que le plus tardivement 
possible de manière à laisser la voie ouverte aux techniques les plus adaptées et 
à la mise en œuvre de méthodes simplifiées.
Cette approche modulaire permet d’utiliser en tant que de besoin divers outils, 
en particulier tout code classique de calcul dynamique des structures.

Abstract
The principle of virtual work provides an integrated tool to the analysis of seismic 
soil-structure interaction with a rational definition of the interaction forces between 
the different components by taking into account the kinematic assumptions relative 
to each subsystem. Using the foundation displacements as the primary dependant 
variables is interesting for the foundation may often assumed to be rigid.

The substructure approach presented in this paper relies solely on the assumption 
of linearity of soil behaviour. With this restrictive hypothesis in mind the full interac­
tion problem is tackled with special emphasis on the necessity to incorporate a qua­
lified seismic free field accounting possible local site effects. Several foundation 
types are discussed. The numerical techniques are considered only when all the 
equations of the continuous media have been established in order to implement 
only those well adapted to each subsystem or to let the possibility of constructing 
simplified analysis.

The presented modular approach allows to use when needed already existing tools 
especially any standard structural dynamics software.

• «Communications aux journées communes C.F.M.S./A.F.P.S. des 18 et 19 novembre 1986 sur le thème : fondations, propriétés des 
sols et impératifs sismiques. »
·* 92295 Châtenay Malabry Cedex.
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1. INTRODUCTION

Lors de ces dix dernières années, de nombreux tra­
vaux ont considérablement amélioré l’état des connais­
sances dans le domaine de l’interaction sismique sol- 
structure (ISSS) à la fois du point de vue des méthodes 
de calculs, des études expérimentales et de l’évaluation 
des enregistrements des données sismiques. Dans la 
pratique, les méthodes ont cependant moins évolué : 
une représentation du sol par des ressorts et amortis­
seurs concentrés indépendants de la fréquence ajustés 
en considérant le sol comme un demi-espace élastique 
homogène est encore souvent utilisé ainsi que la 
méthode des éléments finis directe en bidimensionnel 
pour des sites hétérogènes.
Un certain nombre de résultats ont été mis en évidence 
sur l’influence d’un substratum très profond, de l’hété­
rogénéité du sol, des ondes de surface, de la forme et 
de la profondeur des fondations, ou de leur souplesse. 
Les deux approches précédentes ne permettent pas 
aisément de prendre en compte ces divers aspects.
Une autre difficulté importante réside dans la modélisa­
tion du comportement du sol. En effet, le sol est un 
matériau poreux très fortement anélastique, les pores 
étant très souvent occupés par de l’eau. Des lois de 
comportement récemment proposées dans la littéra­
ture (HUJEUX [33]) reposant sur la théorie de l’élasto- 
plasticité et appliquées aux contraintes effectives 
permettent actuellement de reproduire les aspects 
essentiels de ce comportement. Des modèles de 
milieux poreux généralisant la théorie de Biot sont 
capables de prendre en compte la propagation des 
ondes en milieu biphasique (MODARESSI [57]). 
Cependant l’inconvénient actuel de cette approche est 
qu’elle reste encore très coûteuse de mise en oeuvre. 
La détermination des paramètres in situ de modèles 
complexes pose également des difficultés considérables 
surtout si l'on veut explorer des domaines de déforma­
tions importantes. La mise en oeuvre de tels calculs ne 
sera pas abordée dans ce travail. Cependant lorsque 
les non-linéarités sont concentrées à l’interface sol- 
fondation sous forme de lois de frottement, une appro­
che complète est encore possible comme nous le ver­
rons à la fin.
Lorsqu’une modélisation linéaire, incluant la viscoélas- 
ticité, le comportement hystérétique ou la technique 
non linéaire équivalente, est acceptable, il est possible 
de traiter le problème complet de l’interaction sol- 
structure. En utilisant des techniques de sous-structures 
le problème complet tridimensionnel de l’ISSS peut 
être abordé à l’heure actuelle à un coût raisonnable. 
Cette approche permet de développer des outils adap­
tés à chaque domaine : site géologique, site géotechni­
que, fondations, structure. Des phénomènes com­
plexes, mentionnés plus haut, tels que : effets locaux 
de site, ondes de surface, interaction structure-sol- 
structure, fondations flexibles et/ou profondes peuvent 
être pris en compte. Les développements proposés 
dans ce travail, en ne faisant que cette seule hypothèse 
de linéarité tentent d’élaborer une approche intégrée 
des effets de propagation d’ondes et de vibrations dans 
un système aussi hétérogène.

2. MOUVEMENT SISMIQUE 
EM CHAMP LIBRE 
ET EFFET LOCAL DE SITE
En utilisant des techniques développées en sismologie 
(AK1 [1]) il est maintenant possible de produire des 
accélérogrammes synthétiques significatifs de la source 
et prenant en compte l’hétérogénéité en profondeur. 
Des difficultés subsistent à haute fréquence mais cer­
tains aspects tels que : effets de source, propagation 
source-site, directivité, effets locaux de site et corréla­
tion entre les composantes du mouvement sismique 
peuvent être modélisés d’une manière unifiée, ration­
nelle et consistante. La prise en compte quantitative 
complète de la séismicité est encore coûteuse car de 
nombreuses échelles de grandeur différentes intervien­
nent depuis la source jusqu’au voisinage de la struc­
ture.
Avant d’élaborer les outils dont nous aurons besoin 
dans l’analyse de l’interaction sol-structure, il est impor­
tant de rappeler les effets de propagation des ondes sis­
miques car elles représentent la véritable sollicitation 
sur la structure bien qu’il ne soit pas défini directement 
en terme conventionnel de forces extérieures. Pour des 
ondes SH inclinées incidentes sur une fondation super­
ficielle le mouvement sismique induit horizontal est 
considérablement filtré avec la fréquence, alors qu’un 
mouvement de torsion en quart de phase se manifeste 
à ces fréquences. Le même phénomène se produit 
pour des ondes P, SV inclinées ou de Rayleigh avec 
cette fois-ci un balancement induit important
[41] [42] [51] [87]. Ces résultats peuvent être accen­
tués pour des fondations profondes [73]. Ces observa­
tions au niveau de la fondation ne sont pas sans consé­
quence au sein de la structure : des ondes SH inclinées 
réduisent les fonctions de transfert à plus haute fré­
quence, mais peuvent exciter des modes de torsion des 
structures [3] [29] [30] [34] [49],
Plusieurs échelles interviennent dans la mise en œuvre 
de l’interaction sol-structure. La première échelle est 
celle qui est prise en compte dans les calculs sismiques 
en champ proche de la source. A ce niveau seules 
interviennent les grandes irrégularités géologiques ver­
ticales et le processus de rupture de la faille. La surface 
du sol apparaît horizontale et bien sûr la structure n’est 
pas visible. Le signal sismique calculé à la surface hori­
zontale est le champ libre. Si l'on regarde la surface 
libre d’un peu plus près, les irrégularités apparaissent 
au niveau de la géologie de surface telles que celles 
dues à une vallée sédimentaire, qui définira une 
deuxième échelle. A cette échelle les ondes du champ 
sismique libre sont diffractées sur cette structure géolo­
gique si bien qu’à la surface libre le mouvement sismi­
que sera perturbé par l’effet local de site pour donner le 
champ local. Une troisième échelle celle de l’inter­
action sol-structure intervient enfin lorsqu’en s’appro­
chant encore de la surface libre, la structure apparaît, 
donnant lieu à une deuxième diffraction dont le résultat 
sera le champ sismique induit.

2.1. Le champ sismique local
La mise en œuvre du problème complet de l’ISSS, en 
particulier dans le cas de fondations profondes impose
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de connaître les accélérations non seulement en sur­
face mais également en profondeur. En général, l’accé­
lération en profondeur décroît quel que soit le type 
d’ondes incidentes. La contribution des ondes de Ray­
leigh est souvent faible et décroît avec la fréquence 
dans les couches sédimentaires, même si elle est plus 
importante dans les roches. Des études récentes en sis­
mologie (BARD et al. [11] [12] [13] [14], OHTSUKI et 
al. [64] [65], TRIFUNAC [71], WONG [88]) permet­
tent à l’heure actuelle de mieux comprendre l'influence 
de divers paramètres.
BARD définit l'effet de site d’origine structural comme 
l'ensemble des effets liés à la structure géométrique du 
sol et du sous-sol : topographie de surface, interfaces 
entre différentes formations géologiques. Les lon­
gueurs d’ondes caractéristiques vont de 10 m à 10 km, 
Le premier effet bien connu est lié à la stratification 
plane et aux résonances qui peuvent se développer. Le 
deuxième effet est lié aux variations latérales tels que 
des reliefs topographiques ou des remplissages sédi­
mentaires : une augmentation notable des dégâts au 
sommet de reliefs avec une amplification considérable 
surtout des mouvements horizontaux est souvent 
observée. D’une manière générale, une frontière 
convexe amplifie les mouvements, le contraire se pro­
duisant dans le cas d’une frontière concave : dans une 
vallée l’amplification se produit surtout au bord. Il 
convient de noter que les effets peuvent créer des 
ondes de surface loin de la structure.
Les contrastes de propriétés mécaniques amplifient 
encore les effets de géométrie. L’angle d'incidence des 
ondes sur ces structures géologiques joue un rôle 
important et des mouvements différentiels de torsion, 
flexion, bascule peuvent être créés. Dans le cas de cou­
verture sédimentaire l’amplification est maximale pour 
une incidence verticale. Les hétérogénéités latérales 
créent des modes typiquement bidimensionnels avec 
des ondes de surface piégées. Les effets de site ont 
également des répercussions sur la durée du signal sis­
mique en surface.
Dans les développements qui vont suivre le champ sis­
mique dont il sera question sera toujours le champ sis­
mique local incorporant les effets de source et de site. 
Les échelles géologiques de source et de site sont sup­
posées d’ordres de grandeur supérieurs à l’échelle géo­
technique si bien que la source et les irrégularités de 
site sont supposées rejetées à l’infini par rapport aux 
dimensions de la structure et de la fondation. Cette 
hypothèse permet à l’évidence de bien séparer les pro­
blèmes mais elle introduit de manière essentielle le 
caractère non borné du domaine de sol à envisager 
dans le cadre de l’ISSS.

3. CAS D’UNE FONDATION RIGIDE

Il s’agit, en quelque sorte du problème canonique de 
l’interaction sol-structure. Cette hypothèse de rigidité 
de la fondation est souvent faite et justifiée dans la pra­
tique comme nous le discuterons plus loin. La schéma­
tisation des trois domaines : sol, fondation, structure 
doit être abordée en tenant compte des cinématiques 
différentes de ces systèmes.

3.1. Modélisation des trois domaines

Dans ce paragraphe, les équations nécessaires à la 
modélisation de l’interaction entre un sol hétérogène 
viscoélastique, une fondation et une structure élastique 
linéaire sont rappelées. Aucune méthode numérique 
n’est envisagée à ce stade. En tenant compte des hypo­
thèses cinématiques dans chaque domaine il est possi­
ble de décomposer le problème global en sous- 
problèmes de tailles plus petites dont ensuite la solution 
avec des méthodes adaptées pourra être envisagée
[4] [5] [52]. La géométrie du problème est indiquée sur 
la figure ci-dessous ainsi que les notations qui seront 
employées par la suite.

Fig. 1. —  Schéma et définition des domaines.

La sollicitation sismique est modélisée par le champ sis­
mique local u, (x, w), supposé donné et dépendant de 
la variable spatiale x et de la fréquence w. Nous utilise­
rons d’une manière générale les notations suivantes 
pour deux champs scalaires p et q et deux champs vec­
toriels u et v définis sur un domaine Ω„ :

(p. q)a = ∫ΩaP (x) q (x) dV

(u. v)a = ∫ Ωu(x). V (x) dV 

et pour toute frontière surfacique Γa :

< p. q > a = ∫  ra p(x)q(x) dS

< u, v > α = ∫Γa u (x). v (x) dS

Pour deux tenseurs s et t le produit contracté suivant 
est utilisé :

(s. t)a = ∑i.j ∫Ωosij(x).11| (x) dV, i, j = 1,6

On emploiera le double indice otj? dans la notation 
ci-dessus à l’interface Γaß entre deux domaines et 
Ωß. Enfin pa désigne la masse volumique du matériau 
constitutif du domaine Ωa.

3.2. Élastodynamique du sol

Le sol occupant le domaine Ωs est modélisé par les 
équations de Navier de l’élastodynamique.
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L’ensemble du problème étant linéaire, il est alors clas­
sique de travailler dans le domaine des fréquences. Il 
suffit que la transformée de Fourier du champ sismique 
ait été calculée au préalable. Si des variables transitoi­
res sont nécessaires au dimensionnement (efforts maxi­
maux dans la structure par exemple) il conviendra 
d’effectuer une transformée inverse à la fin. Le champ 
de déplacement total u5 dans le sol doit également véri­
fier des conditions aux limites :
— de surface libre sur Fs,
— internes de continuité de déplacements et de vec­
teurs contraintes à l’interface entre les couches,
— de continuité de déplacements à l’interface avec la 
fondation :

(1) us = uf , sur Γ,sf
— à l’infini de manière à se raccorder avec le champ 
sismique de site :

(2) us = u1 , sur Ts∞

3.3. Dynamique de la fondation rigide

La fondation étant supposée rigide, le champ de dépla­
cements de celle-ci est paramétré par six degrés de 
liberté cm associés à six fonctions de base Lm 
(m = 1,6). Les trois premiers de degré de liberté sont 
par exemple les trois translations et les trois derniers 
correspondent à des rotations linéarisées autour du 
centre de gravité de telle sorte que le déplacement de 
la fondation s’écrit :

(3)

Afin de décrire la mécanique de systèmes ayant des 
cinématiques distinctes le principe des travaux virtuels 
[74] s’avère être l’outil adéquat. En utilisant les nota­
tions qui ont été définies au début de ce paragraphe, 
celui-ci appliqué à la fondation rigide s’écrit :

(4) -  w2(pfuf, v ()f

= -  <  ts(us), Vf > sf -  <  tb(ub), Vf > bf

pour tout déplacement vf cinématiquement admissible 
de la fondation. Cette dernière équation est immédia­
tement équivalente au système suivant :

(5) w 2Z mcm(PlLm,Ln)f
= -  < ts(us), Ln > sf <  tb(ub), Ln > bf

n = 1,6

3.4. Élastodynamique de la structure

Soient ub, σb(ub), tbf(ub) respectivement le champ 
de déplacements réels, le champ de contraintes dans la 
structure et le champ de vecteurs contraintes sur Tbf 
Soit v un champ de déplacements virtuels cinémati-

quement admissibles, c'est-à-dire respectant les condi­
tions d’encastrement de celle-ci sur sa base. Le principe 
des travaux virtuels appliqué à la structure Ωb en élas­
todynamique dans le domaine des fréquences s’écrit :

(6) -  w2(ρbub, v)b + (σ(ub), ε (v))b= 0

A cette étape la structure est considérée comme un 
solide tridimensionnel. Les conditions aux limites 
imposées aux déplacements de la structure sont les 
suivantes :
— conditions de surface libre au contact avec l’air, 
mais celle-ci est automatiquement prise en compte par 
le principe des travaux virtuels,
— à l’interface avec la fondation, celle-ci étant suppo­
sée rigide, les déplacements de la structure doivent être 
égaux aux déplacements du sol uf :

(7) ub = uf sur Γbf
Remarque : Dans le cas de plate-forme off-shore, la 
structure vibre au sein d’un fluide ; il convient de rem­
placer la condition de surface libre par une condition de 
raccord avec le fluide. A l’interface entre la structure et 
le fluide, ce dernier impose la pression :

t b f l  = sur Tbfl,
où p et nfl désignent respectivement la pression dyna­
mique dans le fluide et la normale extérieure au 
domaine correspondant. Il faut ensuite ajouter une 
condition de continuité du déplacement normal. Les 
méthodes développées dans (AUBRY, CRÉPEL [10]) 
permettent de généraliser l’analyse présentée ici.

3.5. Décomposition du déplacement du sol

A ce stade, il est intéressant d’introduire deux décom­
positions successives du déplacement total du sol, l’une 
associée à la condition à l’infini, l’autre au mouvement 
de la fondation. De même dans la structure, il est inté­
ressant de décomposer le déplacement en un déplace­
ment associé au mouvement de la fondation, l’autre à 
la flexibilité de la structure. Pour se débarrasser de la 
condition aux limites non homogène sur Ts∞, on intro­
duit le champ diffracté total ud tel que :

(8) u5 = u1 + ud dans Ωs,

La linéarité globale du problème entraîne que toutes les 
équations et conditions aux limites homogènes que us 
et u1 vérifient sont également vérifiées par ud. Les seu­
les différences se produisent sur Γs∞ et Γsf. Par 
différence, on en déduit immédiatement les conditions 
imposées à u d à partir de (2) et (3) :

(9) ud = o sur Γ

sur

La dernière équation suggère une deuxième décompo­
sition du champ de déplacement total us dans le sol en 
associant à chaque type de conditions aux limites un
champ de déplacement dans le sol. On définit ainsi les



SUR UNE APPROCHE INTÉGRÉE DE L’INTERACTION SISMIQUE SOL-STRUCTURE 9

champs udo et udm (k = 1,6) solutions de 7 problèmes 
d’élastodynamique. Chacun de ces champs doit véri­
fier les équations homogènes de Navier dans Ωs, de 
surface libre sur Ts de radiation à l’infini sur Γ5∞ Ils 
diffèrent seulement sur Tsf au contact avec la fonda­
tion :

(10) udo = -  Ui sur T 

Udm = Lm sur Γsf
si bien que le mouvement total du sol s’écrit :

(11) us = u1 + udo + ∑mcmudm dans Ωs

En reprenant la définition des champs (ui. udo, udm) 
on vérifie aisément que u5 convient.

3.6. Décomposition du déplacement 
de la structure

A la décomposition du déplacement de la fondation, 
on associe naturellement la décomposition suivante du 
déplacement de la structure :

si bien que ub* représente le mouvement de celle-ci sur 
base fixe. Afin de réduire le nombre de degrés de 
liberté qui interviendront dans le problème couplé, il 
est agréable de représenter ub* sur la base des modes 
de vibration de la structure sur base rigide.

Appelons ΦbA et wA respectivement le mode et la fré­
quence propres associés. Ce couple vérifie les équa­
tions suivantes :

(σb(ΦbA), ε(v))b = wA2(Pb0bA, v)b
ΦbA = 0 sur Γbf
tb(ΦbA) = 0 sur Tba

pour tout déplacement virtuel de la structure v cinéma- 
tiquement admissible. En normalisant ces modes pro­
pres, on a alors la propriété classique :

(12) (σb(ΦbA) ,ε (ΦbB))b = ωA2δAB,

où δab désigne le symbole de Kronecker. En décompo­
sant ub* sur les modes ΦbA, on peut écrire :
(13) ub = I mcmLm + ∑AαAΦbA
On peut enfin reporter cela dans l'expression des tra­
vaux virtuels (6) en tenant compte de (12) :

(ωB2 -  ω2) αB = + w2 ∑mcm (pbLm, ΦbB)b

Ce qui montre, résultat intuitivement évident, que les 
amplitudes modales sont fonctions linéaires de chaque 
degré de liberté de la fondation. En reportant dans
(13), on en déduit :

(14) ub = ∑ m cm

|L m + w2∑ A(ωA2 -  ω2) - 1

(pb Lm,ΦbA)bΦbA

On définit alors la matrice de masse équivalente [52] 
de la structure Mb* par :

(15) Mb*mm = ∑A[ vA2/ (ωA2 -  ω2)\
(pbLm, ΦbA)b (PbLn, ΦbA)b 

Celle-ci va intervenir dans le paragraphe suivant.

3.7. Equation fondamentale de I’ISSS

Si on reporte alors (12) dans (1), en tenant compte de 
(11) et de (3), on obtient l’équation suivante en déta­
chant les termes liés au mouvement de la fondation et 
ceux qui en sont indépendants :

(15) ∑mCm| — ω2 (pfLm, Ln)(

+ w2[Σ a(*A2 -  w2) 1 (Pb l m > ΦbA) b
< t b(ΦbA),Ln> bf

+ < ts(udm, Ln > sf]
= -  <  ts(u1 + udo), Ln > sf n = 1,6

Dans l’équation précédente, deux termes ayant une 
structure identique apparaissent relativement au sol et 
à la structure, ce sont respectivement :

(17) Kmn = < t5(udm), Ln > sf

(18) BAn = < t b(ΦbA),Ln> bl
En utilisant la formule de Green dans (18), on obtient :

(19) < tb(ΦbA), Ln > bf
= (σb(0bA) ,ε (Ln))b + (Δ * (ΦbA), Ln)b 

= ω A2(pbΦbA. Ln)b
en tenant compte du fait que L„ est un mouvement de 
corps rigide et que Φ  est un mode propre de vibra­
tion de la structure. Dans (16), on voit alors apparaître 
la matrice de masse équivalente de la structure Mb’. 
En reportant enfin (17) d’une part et (19) et (15) 
d’autre part dans (16), on obtient le système fonda­
mental de l'ISSS de six équations à six inconnues :
(20) | -  w2|Mf + Mb’[ + K|c = F*

où M, représente la matrice de masse de la fondation 
rigide. L’ISSS est totalement contenue dans la matrice 
K et le second membre F * qui représente le système de 
forces équivalent à la sollicitation sismique.

La matrice K s’appelle la matrice d’impédance du sol. 
Le calcul de cette matrice qui nécessite le calcul des 
champs rayonnés udm et des vecteurs contraintes à
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l’interface avec la fondation résume globalement toute 
la connaissance apportée par la géotechnique : géo­
métrie et propriétés mécaniques des couches sou­
terraines, géométrie de la fondation [4]. La matrice de 
masse équivalente de la structure Mb* doit être fournie 
par l'ingénieur des structures à partir des modes pro­
pres de la structure sur base fixe. Elle dépend de la dis­
tribution des masses et de la flexibilité de la structure. 
Le second membre F * ne peut être calculé que si le sis­
mologue fournit le champ sismique local u, à l’interface 
entre le sol et la fondation donc éventuellement en pro­
fondeur si la fondation est enterrée [3].

Si les calculs qui ont mené au système de l’ISSS (20) 
ont pu sembler longs, il est remarquable que les coeffi­
cients de la matrice d’impédance ont une interprétation 
physique simple. Il suffit pour cela de revenir aux nota­
tions définies au début : si on prend pour Ln un terme 
de translation unitaire correspondant par exemple au 
vecteur de base e1 on obtient :

qui fait apparaître la composante numéro j de la résul 
tante des forces développées par le champ de dépla 
cements udm. D’une manière similaire si on prenc 
pour Ln un terme de rotation autour de l’axe j 
Ln = e, a x, on obtient :

qui fait apparaître le moment des mêmes forces autour 
de cet axe.

La matrice d’impédance du sol est complexe pour 
deux raisons :
— lorsqu’on passe dans le domaine des fréquences, la 
viscoélasticité du sol que l’on peut traduire sous forme 
d’amortissement interne, introduit un terme complexe 
si bien que les champs udK sont en général complexes.
— le domaine de sol Ωs étant non borné, il y a, pour 
chacun des sept problèmes, transport d’énergie dû à la 
radiation des ondes à l’infini. Cette perte d'énergie est 
parfois appelée l'amortissement géométrique. La partie 
réelle de la matrice d’impédance peut physiquement 
être assimilée à un système de ressorts concentrés alors 
que la partie imaginaire à des amortisseurs [31]. Sui­
vant le domaine de fréquences et si la stratification du 
sous-sol est complexe, la partie réelle peut devenir 
négative [37] [38] ; il est alors difficile de parler de res­
sort. Néanmoins on peut alors assimiler la partie réelle 
à une masse et on pourra parler comme en acoustique 
d’accession à l’inertie. La profondeur de la fondation 
augmente sensiblement les parties réelle et complexe 
de l’impédance. Le couplage entre tamis et balance­
ment est également accentué [15] [27] [28] [29] [47].

Quelques propriétés de la matrice d’impédance peu­
vent être facilement établies en utilisant la formule de 
Green en élastodynamique stationnaire, pour un 
milieu non borné. En effet si u, et u2 sont deux solu­
tions des équations de Navier dans Ωs) vérifiant des 
conditions aux limites homogènes sur Γs, ainsi que des 
conditions de radiation à l’infini, on a :

(21) <t5(u1),u2> ,s f  <ts(u2),U1> Sf = 0

La matrice d’impédance est symétrique : il suffit 
d’appliquer la formule précédente à udm et udn et de 
tenir compte de (10). Les termes nuis de K résultent 
des symétries du problème appliquées à udm. En géné­
ral. il y aura couplage entre l’excitation d’un degré de 
liberté « m » de la fondation et la force « n » sauf si les 
conditions de symétrie s’y opposent ; il faut alors étu­
dier les symétries de udm.

L’analyse précédente a permis de montrer que le pro­
blème de l’ISSS, du point de vue du sol nécessitait la 
résolution de sept problèmes correspondant respecti­
vement à udo et (udm, m = 1,6). Il est possible d’expri­
mer l’action sismique F ’ directement en fonction de 
udm seulement. En effet, on a toujours en utilisant 
(21) :

< ts(ud0), Ln > sf = < t5(udo), udn > ,f 
= < ts(udn), udo > , f 
= -  <  t5(udn), u, >,,

On en déduit que :

(22) F*n = -  <  ts(u1) udn > sf
+ <  ts(udn), U > sf

Si bien qu’en connaissant uniquement le champ sismi­
que local ainsi que les vecteurs contraintes qu’il déve­
loppe le long de la fondation, la sollicitation sismique 
est entièrement déterminée. On notera qu’ici dans (22) 
la formule de Green n’est pas applicable car le champ 
sismique u, ne vérifie pas les conditions de radiation.

3.8. Interaction cinématique et inertielle

Bien que les développements précédents n’utilisent pa: 
ces termes, il est intéressant de les définir ici car ils sont 
souvent utilisés dans la littérature. On définit à cet effet 
le mouvement sismique induit de la fondation carac­
térisé par le vecteur c, solution du système linéaire 
suivant :

(23) Kc1 = F*

Si la fondation et la structure étaient sans masse, c 
serait alors la solution de (20). Dans le cas d’un champ 
sismique local u, complexe, on ne peut comparer celui- 
ci qui est un champ, avec cf qui est un vecteur de 
dimension six. Cependant dans la pratique et encore 
plus dans la réglementation u1 n’est spécifié qu’en un 
point dit le point de contrôle. L’interaction cinématique 
se manifeste alors à ce niveau par la différence éven­
tuelle entre u1 en ce point et les trois premières compo­
santes de c1 L’intérêt essentiel de c, à ce niveau est 
seulement qu’il est indépendant de la masse et de la 
rigidité de la structure.

Une fois le mouvement sismique induit de ia fondation 
déterminé, on peut revenir au mouvement complet de 
celle-ci en utilisant le système (20). On obtient alors :

(24) | -  w2SjM, + Mb’J + I] c = c,
où S est la matrice de complaisance inverse de la 
matrice K.
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4. INTERACTION 
STRUCTURE-SOL-STRUCTURE

Lorsque les fondations sont distantes approximative­
ment de moins de leur largeur, des effets de couplage 
apparaissent. Le mouvement de l’une suivant une 
direction peut déclencher des mouvements de l’autre 
suivant d’autres directions. Il est tout à fait possible de 
généraliser la démarche précédente au cas où deux 
structures sont suffisamment proches pour que les 
champs diffractés soient modifiés.

L’analyse est différente suivant que les deux structures 
sont connectées ou non.

Le cas de deux structures indépendantes est tout 
d’abord envisagé. On indice chaque fondation et 
chaque structure. Le déplacement de la fondation 
numéro M. toujours supposée rigide, s’écrit alors :

(25) m 1.6

Il est alors naturel de généraliser la décomposition du 
champ total dans le sol sous la forme :

(26) us =u1 + udo + dans

où udo et les udMm sont caractérisés par les conditions 
aux limites sur ΓfMs :

(27) udo = -  u1 sur TSFM

UdMn = LMm Sur
= 0 sur ΓsfN

Le principe des travaux virtuels appliqué à la fondation 
N s’écrit alors :

(28) Σ Mm C Mm
[ — LNn)fNδMN
+ < tb(UbNm). >  bfN δMN
+ < (ts(UdMm). LNn >  sfN]
=  -  <  ts (ut, + udo), LNn > sfN

(N = 1, Nf  n = 1,6)

On voit que dans ce cas les matrices de masse de cha­
que fondation ainsi que les matrices de masse équiva­
lente des structures ne sont pas couplées. Cependant 
le couplage structure-sol-structure se manifeste par le 
fait que la matrice d’impédance généralisée :

k MmNn =< ts(udMm), LNn >  sfN

n’est pas bloc-diagonale. Physiquement les colonnes 
de cette matrice représentent les actions exercées sur la 
fondation N par le champ rayonné par la fondation M.

Dans le cas précédent le mouvement de la structure N 
ne dépendait que du mouvement de la fondation N. Si 
les structures sont couplées « par le haut », il faut intro­
duire une nouvelle décomposition du déplacement ub

car un relèvement de corps rigide correspondant au 
déplacement de la fondation M n’est pas, dans le cas 
général cinématiquement admissible avec le mouve­
ment de corps rigide de la fondation N :

(29) ub = Σ MmubMm

où ubMm vérifie les conditions aux limites suivantes sur
ΓbfM :
(30) ubMm = LMm sur ΓbfM

= 0 sur TblN

Fig. 2. — Définition du champ UdMrrr

Il n’est plus possible maintenant de définir une matrice 
de masse équivalente simplement car il n’y a pas de rai­
son d’utiliser comme référentiel de la structure plutôt 
une fondation que l’autre. Pour chaque degré de 
liberté m de chaque fondation M, le code de calculs de 
structures doit fournir le déplacement ubMm et calculer 
l' impédance équivalente de la structure au niveau des 
fondations :

(31) Kb* MmNn =  < tb(ubMm)> Lnn > bfN
On peut alors généraliser le système de l’ISSS. Il est 
intéressant de remarquer que le sol et la structure 
jouent maintenant, vis-à-vis de la fondation un rôle 
relativement symétrique, les deux matrices d’impé­
dance ayant la même structure.

5. FLEXIBILITÉ
DE LA FONDATION SUPERFICIELLE

Bien qu’en général la fondation ne puisse être considé­
rée comme parfaitement rigide, la présence d’une 
superstructure relativement rigide a souvent pour effet 
de renforcer celle-ci si bien que le déplacement de la 
fondation sera très proche de celui d’un corps rigide. Si 
la superstructure est plus souple, la flexibilité de la fon­
dation elle-même doit être prise en compte. A basse 
fréquence, l’impédance d’une fondation superficielle 
peut être nettement plus faible que celle d’une fonda­
tion rigide. A haute fréquence, au contraire, l’impé­
dance est plus élevée. L’amortissement est par contre 
toujours plus faible [35] [36] [67], Si la fondation est 
relativement massive et doit être modélisée en tant que 
solide tridimensionnel, elle sera alors avantageusement 
incorporée dans le maillage de la structure. Il reste alors 
à étudier le couplage entre une structure étudiée par



12 N° 38 REVUE FRANÇAISE DE GÉOTECHNIQUE

une technique d’éléments finis et un sol dont le champ 
de déplacements est calculé autrement. Nous aborde­
rons ce problème dans le paragraphe suivant.

Un premier modèle de fondation flexible consiste à la 
schématiser par un système de plusieurs corps rigides. 
On est alors ramené au cas de plusieurs fondations 
avec superstructure connectée envisagée précédem­
ment. Ce modèle est particulièrement intéressant pour 
des ponts. Si la fondation est mince, on peut alors 
avancer dans le couplage en tenant compte des hypo­
thèses cinématiques adoptées. On distinguera deux cas 
suivant qu’il s’agit :
— soit d’un radier souple servant de fondation superfi­
cielle ou de paroi moulée servant de fondation pro­
fonde ;
— soit de pieux. Ce cas sera examiné dans la section 
suivante.

Afin de bien mettre en évidence la transition avec le cas 
précédent nous allons supposer que la fondation Ωf, est 
constituée de deux parties, une partie rigide Ωfr et une 
partie élastique Ωfe encastrée dans la partie rigide. 
Nous supposons toutefois que la structure n’est 
connectée qu’à la partie rigide. La figure ci-dessous 
précise les hypothèses.

Fig. 3. —  Fondation mixte rigide/élastique.

Le déplacement de la partie rigide Ωfr s’écrit encore 
comme précédemment :

(32)

Alors que, dans le cadre d’une hypothèse cinématique 
de plaque mince et en négligeant des déformations de 
membrane de la plaque, le déplacement de la partie 
flexible Ω fr s’écrit :

(33)

où ufe3(xj désigne la flèche de la plaque, ea un vec­
teur unitaire horizontal, e3 le vecteur unitaire vertical. 
L’hypothèse précédente correspond à une cinémati­
que de Kirchhoff-Love, classique en mécanique des 
structures (WASHiZU [74]). ufe3 doit vérifier des con­
ditions aux limites d’encastrement sur la frontière Tfefr 
entre la partie rigide et la partie élastique.

Le principe des travaux virtuels appliqué à la fondation 
rigide s’écrit :

(34)

=  - <  ts(Us). Ln > sfr
-  < tb(ub), Ln > bfr
— tfe(u|fe), Ln > fef n — 1,6

Le principe des travaux virtuels appliqué à la fondation 
flexible s’écrit :

(35) - w 2(p,u,el vfe)fe, + ε (vfe)),.
= -  <  ts(us). Vfe

en se restreignant à des déplacements vfe cinématique- 
ment admissibles, c’est-à-dire respectant l’encastre­
ment avec Ωfr ainsi que la cinématique de Kirchhoff- 
Love :

(36) vfe = -  Σ a|x3∂avfe3]ea + vfe3e3a = 1,2

Si on tient compte de (33) et (36) dans (35), cette der­
nière équation peut s’écrire :

(37) -  w2 Σ mcm(pfLn), Ln)fe
- w 2J/5,X323 aU,,3, ∂„v,e3),e 
+ (Pf ufe3, vfe3),e{
+ (ofe (ufe  ε (vfe)),fe
-  + <  ‘tso(u5).x3ôav(e3> j(,

— t s3 (us) ' Vfe3 sfe
Grâce à l’hypothèse cinématique, il est toujours possi­
ble d’intégrer par rapport à l’épaisseur de la plaque. 
L’équation précédente devient alors en supposant la 
plaque symétrique par rapport à sa surface moyenne :

(38) w ,2Xmcm(PfLm.L n)(e
-  w2|<  lf ∂a ufe3, ∂0vfe3> sfe 

• + <  mf ufe3, vfe3 > sfe
+ < mfe(ufe3), k(vfe3)> l(e
= < h t5a (u5) ∂a vfe3 > sfe

< ts3 (us) > Vfe3 >  sfe
où 1f  mf  mfe , k, h désignent respectivement le 
moment d’inertie de la plaque, la masse surfacique, le 
tenseur des moments de flexion et de courbure et la 
demi-épaisseur de la plaque.

Les termes du membre de gauche de (38) sont classi­
ques du point de vue mécanique des structures. Les 
termes de droite matérialisent l’interaction sol-structure 
et mettent en évidence les sollicitations venant du sol 
adaptées à la cinématique de la plaque. On voit ainsi 
que le moment des composantes horizontales du vec­
teur contraint travaille avec la rotation, alors que la 
contrainte normale travaille avec la flèche.

L’analyse de la structure du problème d'interaction 
peut encore être affinée en introduisant les modes pro­
pres de la plaque dans le vide et encastrée sur la fonda-
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tion. Afin de dégager les termes essentiels sans trop 
compliquer les équations, nous exprimerons les pro­
priétés de ces modes sur la forme tridimensionnelle du 
principe des travaux virtuels. L’expression détaillée des 
divers termes s’obtient évidemment en tenant compte 
de cette hypothèse. Les modes de vibration de la pla­
que vérifient une équation identique à ceux de la struc­
ture. Nous les rappelons ici : appelons ΦfeA et wfeA res­
pectivement le mode et la fréquence propres associés. 
Ce couple vérifie les équations suivantes :

(39)

pour tout déplacement virtuel de la plaque vfe cinéma- 
tiquement admissible. En normalisant ces modes pro­
pres, on a alors la propriété classique :

(40)

où SAB désigne le symbole de Kronecker. On peut alors 
écrire en utilisant (33) :

(41)

On peut enfin reporter cela dans l’expression des tra­
vaux virtuels en tenant compte de (14) :

(42)

Il est maintenant opportun d’introduire dans le sol 
divers champs rayonnés qui vont généraliser la décom­
position introduite plus haut. On écrit alors :

(43)
dans Ωs

Ces champs sont tous des champs de l’élastodynami- 
que stationnaire vérifiant les équations de Navier dans 
le sol, les conditions de surface libre sur Γsa et de radia­
tion sur Γs∞. Ils diffèrent seulement sur Γsfe U Γsfr :

(44) Udo = - U1
dm =Lm

udA = ΦfeA

UdA = 0

sur

sur

sur

sur

Physiquement chacun de ces champs correspond soit 
au mouvement d’ensemble rigide des deux parties, soit 
à la flexibilité de la fondation élastique alors que la par­
tie rigide est fixe. On peut alors reporter l’expression
(43) dans (34) et dans (42).

5.1. Mouvement de la fondation rigide

(45)

n = 1,6

5.2. Mouvement de la fondation élastique

(46)

Il est possible d’obtenir une expression équivalente à 
(45) en appliquant le principe des travaux virtuels avec 
un mouvement rigidifiant non seulement à il,t mais à 
l’ensemble Ωfe U Ωfr. Cela donne en remplacement 
de (45) une expression plus symétrique et qui fait dis­
paraître l’interaction entre ces deux parties :

(47)

n = 1,6

Si on pose successivement :

(48)

les équations (46) et (47) sont équivalentes au sys­
tème suivant, qui généralise (20) :

(49)

Les autres matrices ont la même signification que dans 
le cas de la fondation rigide, A est une matrice diago­
nale de pivot ωfeB2 qui représente la rigidité dynamique 
de la plaque. Il est important de remarquer que dans 
(49), M, et K se réfèrent à l’ensemble des deux fonda-
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rions. Par conséquent, dans le cas d’une fondation 
entièrement rigide, on aurait obtenu (49),, sans le 
terme a, qui apparaît donc comme un terme correcteur 
lorsque cette hypothèse n'est plus satisfaite.

Là encore la formule de Green permet de montrer que 
les matrices Kre et Ker sont transposées l’une de l’autre. 
En effet, on a :

5.3. Remarques sur l’influence de la flexibilité 
sur l’impédance [23] [35] [36] [67] [75]

La flexibilité a peu d’effet sur la fréquence fondamen­
tale de mouvement de corps rigide de l’ensemble 
structure-fondation-sol en balancement et en pom­
page. Elle a un rôle plus important sur les modes de 
déformation structuraux en diminuant la fréquence de 
ces modes. L’influence dans un cas correspondant à 
une centrale nucléaire semble assez peu significative 
dans l’ensemble.

6. FONDATION PROFONDE FLEXIBLE

Le même type d'analyse que précédemment peut être 
envisagé. Le cas des groupes de pieux est intéressant 
car il fait intervenir le couplage entre plusieurs fonda­
tions flexibles. Afin de simplifier la présentation, les 
pieux sont supposés encastrés dans un radier rigide. Le 
déplacement du radier rigide Ωf, s’écrit encore comme 
précédemment :

(50) m = 1,6

11 est possible d’obtenir une expression équivalente à 
(45) en appliquant le principe des travaux virtuels avec 
un mouvement rigidifiant non seulement à Q, mais à 
l' ensemble {{UjΩj}U Ωf,}. Cela donne une expres­
sion plus symétrique et qui fait disparaître l’interaction 
entre ces deux parties. Il est commode pour cela de 
poser ΩfG = Ωf U {U j Ωj}. Le principe des travaux 
virtuels appliqué alors à ΩfG s’écrit :

(51) w2 Σ mcm (Pf Lm , Ln)fG
= — < ts(us), Ln > sfG — tb(ub), Ln > bf

Le principe des travaux virtuels appliqué au pieu J 
s’écrit en choisissant un déplacement virtuel Vj de ce 
pieu respectant la condition d’encastrement en tête :

(52) -  w2(p,uJt Vj) + (σj(uj), ε (vj)j
---- <  ts(u5), Vj > sJ

L’introduction des modes propres des pieux dans le 
vide et encastrés sur la fondation est encore fructueuse. 
Afin de dégager les termes essentiels sans trop compli­
quer les équations, nous exprimerons les propriétés de 
ces modes sur la forme tridimensionnelle du principe 
des travaux virtuels. L’expression détaillée des divers 
termes s’obtient évidemment en tenant compte de 
cette hypothèse. Les modes de vibration d’un pieu 
vérifient une équation semblable à ceux de la structure. 
Appelons ΦJ et w j, respectivement le mode j et la fré­
quence propres associés du pieu J. Ce couple vérifie 
les équations suivantes :

(53)

pour tout déplacement virtuel du pieu v j cinématique- 
ment admissible. En normalisant ces modes propres, 
on a encore :

(54)

où δu, désigne le symbole de Kronecker. On peut alors 
écrire en utilisant (33) :

(55)

On peut enfin reporter cela dans l’expression des tra­
vaux virtuels en tenant compte de (14) :

(56)

Divers champs rayonnés qui vont généraliser la 
décomposition doivent encore être introduits. On écrit 
alors :

(57)

Ces champs sont tous des champs de l’élastodynami- 
que stationnaire vérifiant les équations de Navier dans 
le sol, les conditions de surface libre sur Tsa et de radia­
tion sur Γs∞. Ils diffèrent seulement sur | U j T j  U Γsi, :
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(58) Udo---- u1

Udm m

UdJ = Φ(l) 

UdJ| = 0

sur {UjTsj}  U r 5( 

sur{U j T j  } U ΓSF, 
sur ΓsJ

sur j U K ΓS.K U r j  K ≠ J

Physiquement chacun de ces champs correspond soit 
au mouvement d’ensemble rigidifiant du radier et des 
pieux, soit à la flexibilité du pieu J alors que le radier et 
les autres pieux sont fixes.

6.1. Mouvement de la fondation rigide 
et du groupe

(59)

n = 1,6

6.2. Mouvement du pieu J

(60) ∑mcm| -  w2(pJLm, 0 J')J
+ < t s (udm).0 jr> sj}

+ (wj,2 -  w2)aJt + ∑li αli < t$(udh), ΦJJ > sj

= -  <  ts (u1 + ud0), ΦJj > sj j = l .N jJ  = 1, Np 
Si on pose successivement :

(61) F  = -  <  ts(u1 + udo),Ln> sfG

FG*n = -  < t s (u1 + Udo) ,ΦJi > sj
(62) KIGJjn = < ts(udJ)), Ln > sfg 

KGf,mj| = < ts(udm), Φji> sJ 
Kgg ljj = < t s(udll) ,0 Ji > sJ

les équations (59) et (60) sont équivalentes au système 
suivant, qui généralise (20) :

(63)

En éliminant a dans le système précédent, on trouve 
l'impédance généralisée de la fondation rigide sur 
l’ensemble sol-pieu sous la forme d’une matrice 6x6.

(64:

Remarque : Là encore la formule de Green permet de 
montrer que les matrices KfG et KGf sont transposées 
l’une de l’autre.
Remarque sur l'interaction cinématique : On peut 
encore définir l’interaction cinématique en considérant 
le cas d’un radier et d’un bâtiment sans masse. On défi­
nit alors c1 solutions du système (64) lorsque Mf et Mb* 
sont nulles, comme étant le mouvement sismique 
induit du radier rigide sur pieux.

6.3. Prise en compte de l’élancement des pieux

Comme dans le cas des plaques, il est intéressant de 
supposer que les pieux sont suffisamment élancés pour 
que des hypothèses cinématiques de poutres puissent 
être utilisées de manière à passer au niveau des pieux 
d’un problème tridimensionnel à un problème à une 
dimension. Si on fait une hypothèse de Bernouilli- 
Euler, négligeant les déformations de cisaillement 
devant ceux de flexions, le déplacement du pieu J 
s’écrira :

uj (x' , x3) = ∑mcmLm + Uj1 (x3)
-  Ix   ∂3Uj1 (x3)} e3

où x' désigne les variables horizontales et x3 l’abscisse 
verticale le long du pieu J. En injectant l’hypothèse 
cinématique précédente dans l’expression du travail 
virtuel du pieu J. et en se restreignant à des déplace­
ments Vj cinématiquement admissibles, c’est-à-dire 
respectant l'encastrement avec Ωf ,  ainsi que la cinéma­
tique de Bernoulli, on obtient :

-w2 ∑ mCm(ρpLm, Vj)j
-  ω2{ (ppu1,, vJ1)j
+ (ρpX.∂3Uj1  x’.∂3Vj1')jj
+ (σj (Uj),  (Vε) ) J
= -  < ts(uS, Vj1 > SJ 
+ < t5(u5), x5' .∂3Vj1’ > sJ

Grâce à l’hypothèse cinématique, il est toujours possi­
ble d’intégrer par rapport à la section du pieu. L’équa­
tion précédente devient alors, en supposant les symé­
tries convenables du pieu par rapport à la fibre 
moyenne :
(65) -  w2Σmcm(PpLrn,v J)J

-  w21 << 4muj1 Vj1 >> j 
+ << I∂3uji , ∂3VJ1 >>
+ < < n j  (  u j1 ,)>>j
+ <<  m j (uj1), k ( v j 1 )
---- <  ts (us ) vJ1 > sJ
+ <  tS3(u5), xs ∂3,v.j1 '



Champ sismique local Modes Structuraux

Champ diffracté

I s s s

Champ rayonne type n

Champ rayonné type Jj

Planche 1. — Modules généraux 
de calculs d'interaction sol-structure.

Spectres Structure
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où 1, m, nj, S, m, k désignent respectivement le 
moment d’inertie du pieu, la masse linéique, les 
moments de flexion et les courbures du pieu J. Enfin la 
notation <<  . >> j désigne une intégration curviligne le 
long du pieu J.

Les termes du membre de gauche de (65) sont classi­
ques du point de vue mécanique des structures. Les 
modes propres des pieux utilisés dans le système de 
l’ISSS respecteront la cinématique précédente, qui 
conduira par conséquent à développer les intégrations 
par rapport à la section des pieux. Il est intéressant 
d’expliciter le terme de droite. On trouve alors :

< ts (us), Vj1 > sJ 
= << Ts  (us), Vj1 >>

< ts3(u5), x’.∂3Vj1' > 5j
= << M5' (us), ∂3vj1’ >>

où Ts et Ms’ désignent respectivement l’effort tranchant 
et le moment de flexion exercés par le sol sur le pieu J. 
Ces termes de droite matérialisent l’interaction sol- 
structure et mettent en évidence les sollicitations 
venant du sol adaptées à la cinématique du pieu. Il est 
important de remarquer que la sollicitation sismique 
appliquée au pieu est donnée par :

FG * j) = -  <  ts (u1 + udo) ,ΦJj> sJ
= << Ts(u1 + udo) ,ΦJj >>
+ << M/(u, + udo), ∂3 ΦJj' >>

C’est donc la somme du champ libre et du champ dif- 
fracté qui doit être appliquée au pieu. Si on applique 
seulement l’action développée par le champ libre, on 
néglige l’interaction sol-structure.

6.4. Quelques remarques
sur le comportement dynamique
des groupes de pieux
[5] [8] [17] [18] [19] [22] [58] [59] [60] [61]
[63] [66] [68] [70] [73] [78] [79]

La réponse dynamique d’un groupe de pieux dépend 
beaucoup de la fréquence à cause des interférences qui 
se développent. En ce qui concerne le pompage et le 
tamis, si ¡’espacement entre les pieux est très faible, 
l’impédance normalisée par l'impédance statique varie 
en fonction de la fréquence comme celle d’une fonda­
tion rigide en deçà d’une certaine fréquence. Les rigidi­
tés décroissent avec la fréquence et deviennent même 
négatives, indiquant un comportement où l’accession à 
l’inertie est importante.

L’amortissement dans ce cas varie peu. Lorsque la fré­
quence dépasse cette limite, l’interaction entre les 
pieux devient dominante. La valeur de cette fréquence 
diminue lorsque l’espacement augmente. L'amortisse­
ment augmente en général avec l’espacement. Lors­
que le nombre de pieux augmente, l’effet de groupe est 
encore plus prononcé et la variation de l’impédance est 
plus importante. L’interaction est alors très forte, plus 
marquée pour le pompage que pour le tamis et met en

jeu des vibrations des pieux non en phase. Lorsque la 
rigidité du sol augmente, l’interaction est moins impor­
tante .

En ce qui concerne le balancement et la torsion, des 
résultats semblables sont obtenus avec une interaction 
plus forte. Du point de vue de l’hétérogénéité du sol, 
dans le cas d’une couche très molle superficielle lors­
que le nombre de pieux augmente, l’impédance est 
très proche de celle du demi-espace : par conséquent, 
des groupes de pieux sont moins influencés par des 
conditions locales qu’un seul pieu. Du point de vue de 
la réponse sismique, des ondes SH verticales produi­
sent à la fois tamis et balancement du groupe ; la fonc­
tion de transfert du mouvement horizontal est proche 
de l’unité à basse fréquence, donc le mouvement sismi­
que induit horizontal est très proche de celui du sol. Par 
contre le balancement diminue rapidement avec l’espa­
cement. Pour un sol plus rigide la fonction de transfert 
est plus longtemps proche de l’unité. Les fréquences 
plus élevées sont en général filtrées par le groupe de 
pieux. Dans le cas d’ondes inclinées, la torsion aug­
mente.

La répartition des charges dans les pieux est un para­
mètre de dimensionnement très important : à basse 
fréquence, ce sont les pieux placés aux extrémités qui 
sont les plus chargés ; lorsque la fréquence augmente 
ce phénomène peut être inversé ; les effets dynami­
ques sont plus marqués en pompage qu’en tamis. Les 
solutions simplifiées et en particulier les hypothèses 
«quasi tridimensionnelles» de Novak sont des solu­
tions pour lesquelles on se ramène à une cinématique 
unidirectionnelle du sol ; cela donne de bons résultats 
en général : la méthode de superposition de Poulos où 
seulement deux pieux sont considérés à la fois donne 
également des résultats convenables.

7. LES MODULES DE CALCULS

Les développements précédents ont permis d’aboutir 
dans chaque cas au système de l’ISSS que ce soit dans 
le cas d’une fondation rigide, d’un radier flexible ou de 
fondation profonde élancée telle que des pieux. Dans 
chaque cas en utilisant des champs globaux diffractés 
et rayonnés au niveau du sol. ainsi que les modes de la 
structure et de la partie flexible de la fondation, nous 
avons pu construire ce système. La méthodologie a 
consisté dans tous les cas à ramener tout au niveau de 
la fondation qui constitue une interface privilégiée 
entre la structure et le sol. Cette approche permet de 
ne pas préjuger des techniques numériques permettant 
de calculer les divers champs de déplacements invo­
qués plus haut. En particulier cela permet d’utiliser la 
méthode la plus adaptée à chaque système et donc du 
point de vue de la mise en oeuvre informatique de 
construire des codes modulaires avec des données et 
des sorties bien définies. Essentiellement les ressources 
suivantes doivent être développées :
— un code de calcul du champ sismique local u, en 
champ libre ;
— un code de calcul des champs udo, udm, u jj, résol­
vant les équations de Navier dans un sol hétérogène 
non borné. Les données de ce code seront ui, Lm, ΦJj, 
le long de l’interface sol-fondation. Les résultats fournis



18 N° 38 REVUE FRANÇAISE DE GÉOTECHNIQUE

par ce code seront les impédances généralisées K et les 
forces sismiques F * qui consistent à calculer diverses 
intégrales sur Γsf ;
— un code de calcul des structures permettant de cal­
culer les modes propres de la structure sur base fixe 
ΦbA et la matrice de masse équivalente Mb* de la struc­
ture ;
— un code d’ISSS mettant en place et résolvant le 
système ISSS. Ce code fournit les déplacements c de la 
partie rigide de la fondation, à laquelle la structure est 
connectée. Le code de calcul des structures à partir des 
déplacements de la base peut aisément ensuite calculer 
les déplacements de celle-ci et les efforts correspon­
dants.

Les efforts calculés dans la structure sont donnés dans 
le domaine des fréquences. Une transformation de 
Fourier permet par passage dans le temps de calculer 
les efforts maximums en un certain nombre de points 
de contrôle. La figure ci-dessous résume les étapes du 
calcul et les interfaces entre les différents modules.

Dans l’analyse qui vient d’être présentée, les termes qui 
sont relatifs à la structure peuvent être obtenus de 
manière standard par une méthode d’éléments finis. 
Le calcul des champs diffractés dans le sol est cepen­
dant moins standard et également très coûteux si l’on 
veut garder le caractère souvent tridimensionnel du 
problème. Nous examinons dans la section suivante 
quelles sont les méthodes qui semblent les plus effica­
ces pour traiter ces problèmes.

8. CALCUL DES CHAMPS DIFFRACTÉS 
DANS LE SOL

De nombreuses méthodes ont été proposées dans la lit­
térature allant des développements presque entière­
ment analytiques jusqu’à des méthodes d’éléments 
finis avec des possibilités de méthodes hybrides. Si l'on 
peut faire une hypothèse de sol hétérogène avec cou­
ches horizontales, il semble qu’à l’heure actuelle, une 
méthode d’équations intégrales utilisant la fonction de 
Green du sol multicouche soit la plus compétitive. 
Lorsque cette hypothèse ne peut être tenue au voisi­
nage de la fondation, alors qu’elle convient encore à 
quelques distances, il faut envisager un couplage entre 
cette technique et une méthode d'éléments finis. Nous 
discutons ci-dessous ces deux cas succinctement.

8.1. Sol à stratigraphie horizontale

Le problème de l’ISSS a été ramené aux calculs suc­
cessifs de champs de déplacements dans le sol vérifiant 
les équations de Navier de l’élastodynamique, des 
conditions de surface libre, des conditions de continuité 
à l’interface entre les couches et des conditions de 
radiation à l’infini. Ces dernières conditions sont certai­
nement les plus difficiles à respecter en particulier si on 
veut utiliser une technique d’éléments finis. Une 
méthode d’équations intégrales permet de prendre en 
compte automatiquement ces conditions. La mise en 
oeuvre procède en deux étapes
— calcul de la fonction de Green,
— mise en oeuvre de la méthode intégrale.

Calcul de la fonction de Green.
La fonction de Green est un champ de déplacements 
uGk(x, ξ) dans le demi-espace stratifié, naturel, solu­
tion des équations de Navier avec les conditions aux 
limites, internes, et de radiation, mentionnées précé­
demment. Cette fonction uGk(x, £) donne le déplace­
ment pour un observateur placé au point x pour une 
force concentrée placée au point £ dans la direction ek.

Dans le cas où le sol est viscoélastique isotrope, il est 
possible de calculer uGk d’une manière très efficace, en 
utilisant une transformée de Hankel. Toutes les équa­
tions de l’élastodynamique sont résolues dans le 
domaine transformé — le domaine spectral. La trans­
formation de Hankel ramène les équations de Navier à 
des équations différentielles par rapport à la variable 
«verticale» x3. La force ponctuelle introduit des dis­
continuités du vecteur contrainte spectral. Sur le plan 
théorique la méthode ne pose pas de difficultés. 
Cependant sur le plan numérique, il convient de traiter 
avec soin :
— le système différentiel. Seule une technique utili­
sant des opérateurs de réflexion-transmission permet 
d’éviter des instabilités bien connues dans le cas de 
couches épaisses [53]. L’algorithme correspondant 
suggéré par KENNETT [39] a été développé par TSA- 
KALIDIS dans sa thèse [21] [23] [73] ;
— la transformée inverse effectuée numériquement si 
l’on veut éviter des coûts prohibitifs. Une technique 
permettant de se ramener à une transformée de Fou­
rier rapide et une intégration numérique est également 
présentée dans la thèse de TSAKALIDIS. L’avantage 
de cette méthode est qu’elle peut être vectorisée sur 
des machines vectorielles comme le Cray-1. L’arrivée 
de machines parallèles comme le Cray-2 permettra des 
temps de calculs encore plus compétitifs.

Équation intégrale de surface.
La fonction de Green du sol naturel multicouche étant 
connue numériquement, elle peut être utilisée pour 
établir une équation intégrale de surface (CHAPEL 
[17], KUPRADZE [43], WOLF et al. [81] [82]). Grâce 
à la formule de Green en prenant soin de bien traiter la 
singularité, on obtient classiquement :

(66) ku’k(ξ) = < t(u'), uGk > r
-  <  u ',t(uGk) > r f e r

où k est une constante dépendant des caractéristiques 
de la frontière et pour alléger les notations nous 
avons posé T = Γfs. u’ est un des champs diffractés 
udo, udm ··· L’avantage d’avoir calculé au préalable la 
fonction de Green est que les conditions aux limites de 
surface libre et internes entre les couches sont prises en 
compte dans la formulation.

Dans tous les sous-problèmes envisagés ci-dessus le 
champ u’ est donné sur Γfs. Donc (66) est une équa­
tion intégrale où t(u') est la seule inconnue. On peut 
réécrire (66) sous la forme suivante :

(67) < t(u ') ,u GK> r = ku 'k (f ) + < u ', t (uGk) > r
ξ ε T
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La frontière T est alors triangulée en N c éléments trian­
gulaires ou quadrilatéraux E. Dans le cas le plus sim­
ple, on approche le champ t(u’) par des fonctions 
constantes par élément wEl, où E fait référence au 
numéro d’élément et i à la direction d’espace. Si bien 
qu’on peut écrire :

Cette expression approchée est ensuite injectée dans 
(67) :

(68)

Les fonctions wEl sont normalisées à 1 sur l’élément E 
dans la direction i, et sont nulles sur les autres éléments 
et dans les autres directions. D’autre part (68) est une 
équation fonctionnelle en f. Pour se ramener à un 
système algébrique, on impose à (68) d’être vérifiée 
successivement au centre de gravité fF de chaque élé­
ment F. Ce qui donne finalement en tenant compte 
des propriétés des fonctions de base wEl un système 
linéaire de 3NC équations à 3Ne inconnues :

∑E.jtEl <  uGk(x, £f) > e

= ku'k(ξF) + < u’,t(uGk (x,ξF)) >  r
k = 1,3; F = 1, Ne

Lorsque F = E, le coefficient de tFl est singulier ; il doit 
être calculé au sens de la valeur principale de Cauchy. 
La matrice du système est la même pour tous les sous- 
problèmes envisagés, seul le second membre est modi­
fié. Une fois résolu le système linéaire précédent, il faut 
ensuite calculer les diverses intégrales qui interviennent 
dans le calcul des impédances. Par exemple :

Kmn = <  ts(udm), Ln > r

= ∑ E.i, t mE,< Lnl>  E
où tmEI désigne les vecteurs contraintes approchés 
obtenus dans la résolution lorsqu’au second membre, 
u' est égale à L„ le long de la fondation. On peut 
remarquer ici que dans le calcul de l’impédance, ce 
n’est pas la distribution précise du vecteur contrainte 
qui compte, mais sa moyenne. Cela est important car 
dans le cas du sol hétérogène, la fonction de Green 
n’est pas connue analytiquement mais seulement 
numériquement. Un calcul précis des champs exige de 
nombreuses évaluations de cette fonction. De nom­
breuses variations à l’approche qui est présentée ici 
existent (WOLF [81]).

8.2. Sol à stratigraphie quelconque 
(flexible volume element)

Lorsque la stratigraphie n’est plus homogène horizon­
talement, il est souvent encore possible de se limiter à 
des hétérogénéités au voisinage de la fondation. Un 
couplage entre une méthode intégrale et une méthode 
d’éléments finis est intéressante. On partitionne alors

O s en deux parties : le domaine intérieur Q irrégulier et 
le domaine extérieur Ω' homogène latéralement. Soit 
Z la frontière entre ces deux domaines.

Fig. 5. — Couplage éléments finis - équations intégrales.

La formulation variationnelle dans le domaine intérieur 
et les conditions de continuité le long de ∑ s’écrivent, 
en appelant u le déplacement dans le domaine inté­
rieur et u’ dans le domaine extérieur :
(69) -  w2(pu, v)0

+ (σ (u), £ (v) ) Ω -  <  t (u), v >  ∑ = 0

t (u) + t’ (u') = 0 sur Z

u = u sur Z
En tenant compte de (69) 2 dans (69)1 et en imposant 
la continuité des déplacements seulement au sens des 
travaux virtuels, pour tout v et v’ cinématiquement 
admissibles, on peut écrire :

(70) - w2(pu, v)Ω
+ (σ (u), ε (v))Ω + <  t'(u'), v > ∑ = 0

< u, t' (v) >  Z -  <  u ', t’ (v’) > ∑ = 0

Dans le domaine intérieur, on cherche une solution 
approchée uh, à l’aide d’une méthode d’éléments finis, 
en appelant w11 la fonction de base attachée au nœud I, 
dans la direction i :

Uh = ∑li|Uli|Wli
En injectant cette expression dans (69) ], on construit 
l’impédance éléments finis du domaine intérieur.

Remarque : En utilisant des fonctions de base Φm véri­
fiant exactement les équations de l’élastodynamique, 
on peut obtenir une expression intéressante de l’impé­
dance discrète et symétrique d’un hyperélément E de 
frontière ∂E :

(71) - w2[P0m,0n)E+ (σ((Φm) ,ε(Φ n))E

= w 2  (pΦm, Φn )E
-  (Div σ (Φm), Φn) e + <  t(Φm) ,Φn> ∂E

= <  t (Φm), Φn > aE



20 N° 38 REVUE FRANÇAISE DE GÉOTECHNIOUE

En utilisant cette idée, on peut aisément envisager le 
couplage entre une méthode d’équations intégrales 
pour le domaine extérieur et une méthode d’éléments 
finis pour le domaine intérieur. Pour cela, dans un pre­
mier temps, à chaque fonction de base wh d’un nœud 
de l’interface, on associe le champ rayonné w'11 tel que 
w’11 vérifie les équations de Navier dans le domaine 
extérieur ainsi que les conditions de radiation et qui 
enfin vérifie l’équation de raccord suivante sur ∑ :

(72) w'11 = w11 sur ∑

Si enfin, on utilise l’équation (71), pour définir l’impé­
dance «éléments finis» symétrique du domaine Ω', on 
obtient la rigidité dynamique du domaine extérieur :

(73) Kliji = <  t' (w'li), w’jj > ∑

w'n est déterminé par une méthode d’équation inté­
grale mise en œuvre comme ci-dessus. u’h est déve­
loppé également sur cette base. (59), est identique­
ment vérifié. En reportant (73) dans (70), on obtient 
dans un deuxième temps, le système linéaire éléments 
finis à résoudre :

(74) w2 ∑li Un { ( p w li, WJj ) Ω
+ ( σ (wlj), G (wli)) 0 + <t'(w 'li),w'J)> l j  = 0

La matrice symétrique K qui constitue la matrice de 
rigidité dynamique du super-élément extérieur peut 
être aisément incorporée dans tout code éléments finis 
standard. Le calcul du champ sismique libre u, est éga­
lement complexe mais peut être déterminé par la 
même procédure.

9. DÉCOLLEMENT ET GLISSEMENT 
DE LA FONDATION

Lorsque les non-linéarités sont limitées à l’interface 
avec la fondation, il n’est plus possible de rester dans le 
domaine des fréquences mais une méthode d’équa­
tions intégrales est encore très intéressante car les 
équations sont limitées à cette interface. 11 faut alors 
développer la fonction de Green transitoire du sol 
naturel stratigraphié uGk (x, t ; f, r) qui vérifie les équa­
tions suivantes de l’élastodynamique, où A* est l’opé­
rateur de l’élastostatique :

Cela peut se faire en faisant une transformée de Fou­
rier inverse de la fonction de Green obtenue en fré­
quence. Pour une distribution de force quelconque sur 
l’interface r ,s, le déplacement u s’écrit :

En général, on détermine uG°k(x,t;ξ) = uGk(x,t; 
La formule précédente s’écrit alors :

uk(ξ, r) = f dt < g (x. t), uG ok(x, t -  t ; f) > fs
O

Si ξ € r fs, comme dans le cas stationnaire, on obtient 
une équation intégrale :

kuk(ξ, t) =
f  dt {<  t (u), uG°k> fs
-  < u,t(uG°k) > f s }  ξ

La loi de frottement de Coulomb à l’interface permet 
d’envisager la plupart des cas pratiques. Soit n la nor­
male extérieur au domaine de sol, on introduit :

tN = t.n, tT = t -  tNn

et des notations identiques pour le déplacement u. 
Alors la loi de Coulomb s’écrit avec F le coefficient de 
frottement à l’interface sol-fondation :

u,N -  usN ≥ 0,

Si ufN -  uSN >  0, alors : t (us) = 0

Si u,N — usN = 0, alors : tN (us) < 0

et si : || tT (us)|| <  F | tN(uS) | ,

alors : 3,u(T -  dtu5T = 0

ou si : ||tT(uJ|| = F | tN(us) | ,

alors : 3λ > 0, ∂1uFT -  ∂,usT = λtT

Si on tient compte du mouvement de corps rigide de la 
fondation, les inégalités précédentes peuvent être rem­
placées par le développement de celui-ci sur la base 
des déplacements Lm. L’équation du mouvement tran­
sitoire de la fondation rigide et du déplacement du sol 
s’écrivent :

Ln)f
-  < t5(u5), Ln > sF -  < tb(ub),Ln> b(

n = 1,6
kuk(ξ,T) = Ç dt | <  t (u). uG°k> r

* b
-  <  u, t(uG°k) > rj ξ E  

On ne peut plus développer us comme un déplace­
ment rigide, car au moment du décollement, seule­
ment une partie de us sera un déplacement rigide. On 
développe alors le mouvement du sol à l’interface 
selon les fonctions de base utilisées plus haut :

us = ∑E.uEl(t)wEl, t(us) = ∑E1tEl(t)wE1

Ces expressions injectées dans l’équation intégrale de 
surface donnent, en prenant des fonctions de base 
constantes par élément :

kuFk(r) =

f d t |£ E1tE1(t) < uG°\(x, t -  r ; ξF) >EO
-  ∑e1.Ue1.(t) < t, (uG°k(x. t -  t; ξF)) > Ej

F = 1, Ne
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Cette équation ainsi que celle du mouvement de la 
fondation doivent être reportées dans les inéquations 
traduisant la loi de Coulomb. Elles sont intégrées pas à 
pas, éventuellement de manière explicite. Les intégra­
les portant sur l’interface ne doivent porter que sur la 
partie au contact.

Remarques sur l’influence du décollement
[2] [6] [16] [76] [77] [84] [85]
En examinant un certain nombre de modèles de plus 
en plus complexes, BISCH [16] parvient à un certain 
nombre de conclusions : la théorie linéaire surestime 
en général les efforts et la longueur de décollement ; le 
décollement abaisse la rigidité moyenne ; la gravitation 
qui intervient dès qu'une partie décolle, augmente la 
pseudo-période et augmente la stabilité. Les rotations 
sont plus fortes mais si le soulèvement reste faible, 
l’analyse linéaire donne des résultats peu différents du 
non-linéaire. Le séisme vertical joue un rôle accru. 
PSYCHARIS montre que seulement le premier mode 
du bâtiment est réellement affecté par le décollement. 
L’effet le plus important est surtout sur la période fon­
damentale qui est considérablement abaissée. Les 
modes d’ordre plus élevés semblent peu affectés par ce 
phénomène.

10. CONCLUSION

La seule hypothèse de linéarité de l’ensemble du 
système sol-fondation-structure a permis dans chaque 
cas de mettre en évidence la structure du système de 
l’interaction sol-structure quel que soit le type de fon­
dation superficielle ou profonde, rigide ou flexible, iso­
lée ou multiple. Cette approche permet d’aborder de 
manière unifiée dans un code de calculs tous les diffé­
rents aspects. Le rôle du champ sismique incident a été 
mis en évidence dans le mouvement sismique induit ou 
dans le second membre des systèmes linéaires. Le 
champ libre, ainsi que les contraintes qu’il produit doi­
vent être connus le long de l’interface sol-fondation. Le 
rôle de la structure a été identifié grâce à la notion de 
masse équivalente qui constitue l’interface avec le cal­
cul des structures. L’approche proposée permet de 
bien découpler les problèmes et d’utiliser les techniques 
les plus adaptées pour chaque sous-problème.
En particulier il n’a été fait référence à une technique 
numérique qu’après avoir établi les équations du 
système mécanique continu. Lorsqu’une hypothèse de 
couches horizontales est acceptable, la technique des 
équations intégrales de surface est particulièrement 
intéressante surtout si le substratum est très profond et 
si le problème est complètement tridimentionnel. Le 
calcul de la fonction de Green du sol stratifié doit alors 
être très performant. L’arrivée de nouveaux calcula­
teurs parallèles doit diminuer considérablement les 
temps de calculs. Par ailleurs de nombreuses approxi­
mations sont possibles permettant de construire des 
méthodes simplifiées. Elles n’ont pas été abordées dans 
ce texte, mais la présentation unifiée doit permettre 
d’appréhender les conséquences de telles approxima­
tions dans toute la chaîne des calculs.
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