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Ftude des écoulements
en milieux poreux

par la méthode

de Monte Carlo

La méthode de Monte Carlo permet de résoudre les
problémes d’écoulements permanents en milieux poreux.
L’article révise les bases théoriques de cette technique et
montre comment la procédure de mise en ceuvre doit étre
adaptée quand le milieu est anisotrope et hétérogeéne,
Des exemples d‘application sont présentés. On analyse
par ailleurs le probléme du temps de calcul nécessaire
pour obtenir une précision déterminée. On montre que la
convergence extrémement lente de la méthode la rend,
en général, peu attrayante pour les problémes courants.
On met, en revanche, en évidence l'intérét qu’elle peut
présenter pour les problémes tridimensionnels a
géométrie complexe. L'utilité des procédés permettant de
réduire la variance de I'estimateur du potentiel
hydraulique et donc d’accélérer la convergence est, en
outre, évaluée.

Monte Carlo techniques
applied to analysis
of flow through porous media

Abstract

Monte Carlo techniques can supply solutions to the problem of
steady-state seepage through porous media. In this paper, the
basis of the method are reviewed together with its practical
application to anisotropic and heterogeneous media. Some
examples are included. A procedure to evaluate the computing
time required to reach a given accuracy is presented. It is shown
that the convergence of the method is extremely slow, The
potential of variance reducing techniques to increase the
convergence rate is assessed. The method appears to be best
suited for three-dimensional problems in domains with
irregular configuration.
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Introduction

Il existe de nombreuses méthodes d’analyse du pro-
bleme des écoulements permanents en milieux poreux.
Les plus courants sont les procédés graphiques, analo-
giques ou numériques comme les méthodes par diffé-
rences finies ou aux éléments finis (Humbert, 1984). On
cite aussi souvent Scott, 1963 et Harr, 1989, mais il semble
que l'on n'ait pas toujours bien interprété une autre
approche qui permet de résoudre ce méme type de pro-
biéme : la méthode de Monte Carlo. Le but de cet article
est de clarifier les bases théoriques et la procédure de
mise en ceuvre de la méthode, et de montrer que, dans
certaines situations particulieres, elle peut étre utile a
l'ingénieur. Sa simplicité lui donne en effet des avan-
tages évidents par rapport aux méthodes classiques, sur-
tout dans le cas des domaines d’écoulements tridimen-
sionnels @ géométrie complexe. On évalue par ailleurs
ce que peuvent apporter les techniques de réduction de
variance et, plus particulierement, celle de |'échan-
tillonnage d’importance, a I'accélération de la conver-
gence de la méthode, généralement extrémement lente.

Bases de la méthode

Le probléme de Dirichlet

Comme on le sait, I'étude des écoulements en
régime permanent dans les milieux poreux homogénes
et isotropes se raméne & la solution du probléme de
Dirichlet, ¢’est-a-dire a la détermination dans un
domaine fermé considéré D, d'une fonction h (dans ce
cas la charge hydraulique) telle que :

dans D: Vih=0 (1)
et en tout point Q de la frontiére de D : h=F(Q)

ou V= est l'opérateur Laplacien et F(Q) une certaine
fonction définissant les conditions aux limites.

Les techniques de Monte Carlo permettent de
résoudre ce probléme par différents procédés, le plus
commun étant celui de la marche au hasard (Ham-
mersley, 1965).

[ TR
Méthode de la marche au hasard

Pour résoudre numériquement le probléme précé-
dent. I'équation (1) peut étre remplacée par son
approximation en termes de différences finies. Dans le
cas d'un domaine bidimensionnel D, cette démarche
équivaut a superposer au domaine continu un maillage
de pas & dont les n nceuds peuvent étre divisés en
nceuds internes et de frontiére (Fig. 1). Pour les nceuds
internes A, I'équation (1) est remplacée par :

[ntan-2n(A)+n(a,)

+=5[h(Az)-2h(A) +h(A,)]=0 @
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S0it :

h(A)=%[h(A1)+h(A2)+h(A3)+ h(A)] (3)

Frontiére du domaine D

4 PAN
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® Nceuds internes
o Nceuds de frontiere

fG. 1+ Domaine de résolution
du probléme de Dirichlet.
Solving domain for Dirichlet problem.

Aux neceuds frontaliers, la charge hydraulique est
approximativement égale a F(Q) ou Q est le point de la
frontiére le plus proche du nceud considéré, Les
valeurs de la charge hydraulique aux n nceuds du
maillage sont donc les solutions du systéme déqua-
tions linéaires :

[H) = {F] + (M) (H] (4)
ol :

(H] : vecteur colonne des n charges hydrauliques h,
aux nceuds A ;

[F) : vecteur colonne & n composantes : F, = F(Q)
pour les nceuds frontaliers et F, = 0 pour les nceuds
internes ;

(M] : matrice carrée de n x n éléments, m, égaux a
1/4 ou nuls.

Le systéme d’équations (4) peut étre résolu par des
techniques conventionnelles comme la méthode des
relaxations. La méthode dite de Monte Carlo consiste,
quant a elle, a profiter a 'analogie qui existe entre la
matrice [M] et la matrice des probabilités de transition
d'un processus aléatoire Markovien homogéne parti-
culierement simple : celui de la marche au hasard. Cette
chaine de Markof décrit les mouvements d’un objet se
déplagant de fagon aléatoire sur les nceuds d’un
maillage analogue & celui de la figure 1 (on prend par-
fois I'exemple des déambulations d’un ivrogne : drun-
kard’s walk). Cette analogie mathématique permet de
résoudre le probleme posé de fagon approchée. Pour
cela on a recours, comme on le verra ci-dessous, a des



simulations du processus de marche au hasard associé
au probléme d’écoulement considéré.

Soit un nceud A, du maillage ou I'on souhaite déter-
miner la charge hydraulique. On simule une série de
marches aléatoires au départ de ce point. Les probabi-
lités de transition en un pas d'un nceud A & un autre A
sont prises égales aux éléments m, de (M]. Pour un
nceud interne, les probabilités de passage a chacun des
quatre nceuds voisins sont donc égales a 1/4. Par
ailleurs, les nceuds de la périphérie sont considérés
comme absorbants, c’est-a-dire que les trajectoires
simulées se terminent en ces points quand elles les
atteignent. Une trajectoire compléte T passe donc par
une série de nceuds :

S5;=(Ap A i A) (3)
ou A, est un nceud absorbant.

D’aprés le théoréme de Chapman-Kolmogorof (Par-
zen, 1964), la probabilité de passer d’un nceud A a tout
autre nceud A en r pas est égale a I'élément m (1) de
{M). L’espérance mathématique de la valeur F_ de la
fonction F(Q) au nceud absorbant final pour les trajec-
toires partant de A, est donc:

E(Fy}= ZPITIF; = F(Aq)+(M}(F)

HMPE(E. . +MI(F)+...
(©)

ou {M)] est le vecteur ligne de la matrice (M)' corres-
pondant au nceud A,

) On remarquera que I'on peut sommer sur toutes les

trajectoires T que 'on peut suivre en r pas, y compris
celles qui ne se terminent pas par un nceud absorbant,
puisque pour ces derniéres la valeur de F. est nulle.

En comparant les équations (4) et (6), on arrive
immeédiatemnent & la conclusion que le vecteur colonne
a composantes h = E(F,| A = A) estla solution du sys-
téme d'équations (4). Pour estimer une de ces compo-
santes h, il suffit donc de stimuler, au moyen de
nombres aléatoires, une série de trajectoires partant du
nceud A, et de calculer la valeur moyenne de F.. Cette
valeur moyenne est un estimateur sans biais de la
charge hydraulique au point A,

Il est important de souligner que la stimulation
porte sur le processus de marche au hasard associé et
non sur I'écoulement lui-méme, comme 'ont apparem-
ment cru certains auteurs pour lesquels la méthode
consisterait a simuler les déplacements d’une particule
d’eau dans le milieu poreux. Ce n’est évidemment pas
le cas, puisqu’une particule d’eau se déplacerait de
fagon préférentielle dans la direction de I'écoulement.

Y
Adaptation de la méthode (Auvinet, 1975)

Frontiéres imperméables

La présence de frontiéres imperméables peut faci-
lement étre prise en compte. On sait qu'une frontiere
imperméable est aussi une ligne d’écoulement ; on peut

donc la considérer comme un axe séparant deux
domaines symétriques par rapport a cet axe, dont 'un

est fictif, mais dont la réunion forme un domaine D
du type considéré en 2.1. Si une trajectoire atteint un
point A situé au-dela d’une frontiére de ce type, on peut
donc indifféremment la laisser se prolonger dans le
domaine fictif ou la faire « rebondir » sur la frontiére et
la ramener dans le domaine réel. C'est bien entendu
cette derniére solution qui est retenue. La marche au
hasard reprend donc a partir du point symétrique du
point A par rapport a la frontiére imperméable (Fig. 2).

~~ #ue.2 Rebondissement sur
les frontiéres imperméables.
Bouncing on
impervious boundaries.
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Milieux anisotropes

Dans les milieux anisotropes, en particulier les
milieux stratifiés, il est souvent possible de caractériser
la perméabilité par un coefficient k,_dans une certaine
direction X et par un autre coefficient k_ dans la direc-
tion Y perpendiculaire a la précédente.’L’équation qui
régit I'écoulement est alors :

*h . &h
X —2 + ky —_—=
X oy’
Si on adopte un pas de maillage dx dans la direc-

tion X et 8y dans la direction Y, 'équation précédente
s’écrit en termes de différences finies :

k 0 (7)

k
&iif[h(Aﬂ-Zh(Ahh(A:,)]

ky (8)
“—[h(Az)-2h(A)+h(Ay)] = 0
i

On se ramene a I'équation (3) si le maillage est choisi
de telle fagon que :

_k.&_. = _ky_ ©)
2 2
(3x)=  (dy)

ox = dy \/ll:: (10)
Y

soit :
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La méthode peut donc étre appliquée aux milieux ani-
sotropes en adoptant la régle précédente. On peut éga-
lement, bien entendu, choisir de conserver un pas
constant dans toutes les directions a condition d’appli-
quer au domaine d’écoulement une transformation :

k
X'=X==;¥'=y ou y=y fﬁi;x’zx (11)
Ky ky
L e
Domaines hétérogenes

Lorsque le domaine d’écoulement est hétérogene, il
est nécessaire de le diviser en sous-domaines a per-
méabilités distinctes. A l'intérieur de chaque sous-
domaine, la méthode s'applique sans modifications,
mais une attention particuliére doit étre prétée aux
frontiéres entre ces différentes zones. Si un neeud coin-
cide avec une de ces frontiéres entre deux milieux de
perméabilités respectives k. et k, (Fig. 3), on établit, a
partir des équations aux différences finies (Juarez,
1969), que les probabilités de transition doivent étre les
suivantes :

kz (k1"’k2) (1-tga]

P[AA,]=
Gt 2(ky+k3) (K +ky)4(1+tg’)

k4 N (ki =ky)tga(1-tga)

PIAA,]=
27 2ky+kp) (K, +k,)4(1+tg%at) (12)
k (ko —k,) (1-tga)
PIAA )= —1 4 —2 1
e 2(ky+X5)  (ky+Kkp)4(1+tg0)
PIAA, )= ko B (kp = kyJtgol1-tga)

2k +kg) (kg +ky) 4 (1+tg%a)

Certains auteurs interprétant la méthode en termes
de simulation des mouvements d’une particule d'eau
ont cru pouvoir recommander de modifier le pas du
maillage lors du passage d’un milieu a l'autre propor-
tionnellement a la perméabilité du nouveau milieu de

= me3 Frontiére
entre matériaux
a perméabilités différentes.
Transition between materials
with different permeabilities.
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fagon a « accélérer » I'écoulement dans les milieux les
plus perméables et a le « freiner » dans les moins per-
méables. Il s'agit bien entendu, comme on l'a déja sou-
ligné, d'une confusion sur l'interprétation de la
méthode. On vérifie facilement que cette fagon de pro-
céder n’est pas compatible avec les équations aux dif-
férences finies du probléme. On s’en tiendra donc a la
technique exposée ci-dessus.

Domaines tridimensionnels
La méthode peut étre facilement adaptée aux
domaines tridimensionnels. En effet, dans ce cas, si le

milieu est homogeéne, I"équation (1) s’écrit en diffé-
rences finies (Fig. 4) comme suit :

1
+%[h(A3)-2h(A]+ h(A,)]

+81—2[h(A5)-2h(A)+ h(Ag)l=0 (13)

soit : h(A):%[h(A,H h(A)+h(A;)
+h(A4)+h(As)+h(Ag)] (14)
Les probabilités de transition d’un nceud interne

aux neeuds voisins en un pas sont donc dans ce cas de
1/6.

-+ A2
As
A3 A Aq
| 8|
) 1
Ag
. A4
~  #e4 Maillage tridimensionnel.

Three-dimensional mesh.

3.

Autres ada;;tations

La méthode peut étre adaptée sans difficultés aux
ecoulements axisymétriques. Elle permet également de
tenir compte, le cas échéant, des surfaces libres d’écou-
lement, ainsi que des défauts d’ajustement entre le



maillage et les frontiéres. On peut aussi réduire les
dimensions du maillage dans les zones & fort gradient
hydraulique afin d’augmenter la précision de 1'estima-
tion (Auvinet, 1975).

Exemples de mise en ceuvre
de la méthode

| R
Problémes bidimensionnels

On a représenté sur la figure 5 un domaine clas-
sique d’écoulement correspondant aux infiltrations
sous un barrage en terre au travers des matériaux per-
meéables de fondation. Les dimensions sont celles de la
digue de la rive gauche de I'aménagement de « El
Cuchillo », un barrage d’une dizaine de kilométres de
long, construit pour alimentation en eau de la ville de
Monterrey, au Mexique. Les fondations sont consti-
tuées par des alternances de couches horizontales de
gres et de schistes fracturés a forte anisotropie de per-
méabilité. On a supposé que la perméabilité horizon-
tale k_ était dix fois supérieure a la perméabilité verti-
cale k Une trajectoire typique obtenue par simulation
du processus de marche au hasard associé aux condi-
tions particulieres d’écoulement sous cet ouvrage est
représentée sur la figure 5. Le calcul a été fait pour un
point situé sur l'axe de symétrie de la section transver-
sale, a mi-hauteur de la couche perméable qui fait 12 m
d’épaisseur. Le tirant étant F, = 6 m du coté amont et
F,=0m du coteé aval, ol la surface du terrain a été prise
Lomme plan de référence, la charge hydraulique au
point considéré est, évidemment, de 3 m: La méthode

de Monte Carlo permet de retrouver ce résultat en pro-
cédant comme on I'a indiqué plus haut. Si m, trajec-
toires partant du point de calcul sont absorbées du cété
amont (cas de la figure) et m, du cote aval, la valeur
moyenne de la charge hydrauhque a la sortie est :

m,F; + m,F,
my +m,

- (15)

L'espérance mathématique de cet estimateur est la
charge hydraulique au poinl de calcul. Sur cet exemple,
la méthode n'est évidemment pas compétitive par rap-
port aux méthodes plus classiques. On notera en parti-
culier que, méme apreés un nombre important de
marches au hasard, il subsiste un écart par rapport a la
valeur théorique et que la précision exprimée au moyen
de I'écart type de I'estimateur h* reste décevante.

A titre d'illustration, on a représenté sur la figure 6
une trajectoire simulée dans le cas hypothétique ol une
paroi étanche serait mise en place dans les matériaux
permeéables de la fondation. Finalement, sur la figure 7,
on a représenté une trajectoire dans un domaine plus
complexe constitué par deux couches superposées a
perméabilités différentes. La couche supérieure, dont
la perméabilité est anisotrope, est coupée par une paroi
étanche. Il a été supposé, par ailleurs, que la couche
inférieure présentait une perméabilité isotrope infé-
rieure d’un ordre de grandeur a la perméabilité hori-
zontale de la couche supérieure. Aux frontiéres entre
les deux couches, on a respecté les régles de transition
définies en 2.3.3.

La méthode a été appliquée dans ce cas a l'aide
d'un logiciel (MOCAZ2D) développé a |'Ecole nationale
supérieure de géologie de Nancy (Auvinet, 1994). Les
données a fournir sont simplement les permeéabilités
des différents matériaux, les coordonnées des extrémi-
tés des différents segments qui délimitent le domaine
d’écoulement et les zones & perméabilité homogéne,
ainsi que les conditions aux limites. Il n’est pas néces-

Point de calcul : x = 62,5 ; v = -6. Nombre de trajectoires : 1000. 8 x = 1,5 m; 8 y = 0,47 m. Nombre de pas: 1888 428. Potentiel : 3,023 m.

Ecart-type : 0,095 m.

Probléme bidimensionnel.
Two-dimensional problem.

Point de calcul : x =625 ; y = -11. Nombre de trajectoires : 1 000. §x=1,5m; 8y = 0,47 m. Nombre de pas : 2 080 208. Potentiel : 3,108 m.

Ecart-type : 0,085 m.

Paroi étanche.
Cut-off wall.
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Point de calcul : x = 62,5; y = -18. Nombre de trajectoires : 1 000. 8 x = 1,5 m; 8 y = 0,47 m (couche supérieure). § x = 8 y = 1.5 m (couche
inférieure). Nombre de pas : 3 258 468, Potentiel : 3,053 m, Ecart-type : 0,095 m.

e .
-"'.’— .--h
- -
--_-- _hh‘
$ —
-
- -
= | H ja= -r-"_F w8
T - ) 1
|REEN =

#e.7 Paroi étanche dans un bicouche.
Cut-off wall in a two layers system.

saire de définir explicitement un maillage a priori,
puisqu'’il suffit d’appliquer des accroissements positifs
ou négatifs aux coordonnées du point en mouvement
au gré des tirages de nombres aléatoires. Ce dernier
aspect constitue un avantage non négligeable par rap-
port aux méthodes numeériques aux éléments finis ou
par différences finies.

Problemes tridimensionnels

Un logiciel a également été développé pour les
domaines tridimensionnels (MOCA3D). L'algorithme
est similaire a celui décrit au paragraphe précédent, a
ceci pres que les frontiéres sont définies au moyen des

1

Y

coordonnées des sommets d'aires triangulaires délimi-
tant le domaine d’écoulement,

A titre d’illustration, une étude de !'influence sur la
charge hydraulique du resserrement vers l'aval de la
vallée alluviale, sous une digue analogue a celle étudiée
précédemment, a été realisée en utilisant la méthode
(Fig. 8). Les calculs ont été effecutés pour trois points
situés sur l'axe longitudinal du domaine d’écoulement :
en amont au point A (x =35 ; y = - 3), sous le barrage au
point B (x=62,5; y =-6) et en aval au point C (x = 90;

=-3), dans une zone ou peuvernt se présenter des gra-
dients critiques. Les résultats sont présentés sur la
figure 9. Ce type d’étude n’est plus réalisable par les
méthodes graphiques et implique un travail ardu de
définition de maillage pour les méthodes numeériques
de type éléments finis ou différences finies. La méthode
de Monte Carlo conserve quant a elle toute sa simpli-
cité.

1=125m
c=45m
a=20m

tirant amont = 6m

~_ _mes Probléme tridimensionnel.
Three-dimensional problem.
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Probléme tridimensionnel.
Three-dimensional problem.

HG. 9

Temps de calcul et précision

e == ST
Estimation de la durée
d’'une marche aléatoire

Le nombre np de pas aléatoires nécessaires pour
qu’une trajectoire atteigne une des frontiéres absor-
bantes est une variable aléatoire. Son espérance mathe-
matique N, pour les trajectoires partant d'un neeud
donné A peut étre déterminée par les méthodes clas-
siques de calcul du temps moyen d’absorption d’une
chaine de Markof (Parzen, 1964).

Ona: N;=Efn,|Ag=A;) (16)

1T
Nj=Y muElnglAg=A)) (17)

k=1

Si T est I'ensemble des nceuds internes et T celui
des neeuds frontaliers :

Nj= Y my(1+Elng|Ag=A N+ > my (18)
Wr T*

donc : (19)

Nj=1+zmjka
T

Ce systéme d’éqguations linéaires permet théorique-
ment de déterminer I'espérance du nombre de pas
nécessaires pour atteindre I'une des frontiéres absor-
bantes a partir des différents nceuds du maillage. On
voit toutefois que la résolution de ce systéme est d’un
degré de difficulté comparable a celui des équations de
I'écoulement lui-méme, ce qui en réduit considérable-
ment |'intérét. Dans certains cas particuliers, le systéeme
a néanmoins une solution simple.

Considérons par exemple le cas des écoulements
sous une palplanche étanche fichée dans un milieu
poreux homogeéne (Fig. 10). Le nombre moyen de pas
verticaux (ascendants ou descendants) nécessaires pour
atteindre la surface d’ordonnée k a partir d’un nceud A
d‘ordonnée j est indépendant de I'abscisse du nceud
considére et peut étre calculé a |'aide du systeme (19).

Ona: No=1+N, (20)
N1 -1 NO + N2 (21)

2

N.,+N

et,en général: Njy=1 +—%1 (22)
d’ol: N1 = No = (23)
N, =Ng-4 (24)
et, en général : N;=Ng-f (25)

mais sur la frontiére supérieure :
Ny =Ng-k*=0 (26)

dong, en général : N;= k2- (27) 91
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" meifo  Ecoulement sous une palplanche.
Flow below a sheet-pile wall.

Cette expression donne le nombre moyen de pas
verticaux nécessaires pour atteindre la frontiére supé-
rieure a partir d'un point d’ordonnée j. L’espérance du
nombre de pas horizontaux est la méme, puisqu’a
chaque pas vertical correspond en moyenne un pas
horizontal, L'espérance du nombre total de pas pour un
écoulement bidimensionnel est donc égale a 2(k* - j°).
Dans le cas tridimensionnel, pour les domaines a parois
latérales verticales, ce nombre passe simplement a
3(k? - j3), ce qui ne constitue qu’une augmentation de
50 % et explique l'intérét que présente la méthode pour
ce type de problemes. Dans le cas des domaines a fron-
tieres imperméables multiples (Fig. 5 et 6) les estima-
tions précédentes ne constituent, bien entendu, qu'une
limite inférieure de l'espérance du nombre de pas
requis.

[
Précision de I'estimation

La précision des résultats obtenus en appliquant la
méthode de la marche au hasard est affectée par la
méme erreur systématique que la méthode des diffé-
rences finies en ce qui concerne le pas § du maillage.
On sait que cette erreur varie avec le carré de & (Scott,
1963). A cette erreur s’ajoute une imprécision de type
statistique qui dépend du nombre n, de trajectoires
simulées. La variable aléatoire F, (valeur de la fonc-
tion F (Q) au point d absorptxon de la trajectoire partant
du nceud A) a pour espérance mathemanque la charge
hydrauhque h, au point A et sa variance ¢,(F,), généra-
lement i mconnue depend des conditions aux frontiéres
et de la position du point A dans le domaine d’écoule-
ment. La méthode de Monte Carlo donne un estimateur
h* de h qui est la moyenne d"un échantillon de valeurs
de la variable aléatoire E Quand I’échantillon atteint
une taille n suffisante (que‘l.ques dizaines de trajectoires)
le théoréme de la limite centrale permet de conclure
que h* présente une densité de probabilité approxima-
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tivement normale dont la moyenne est h, et la variance
o*(F,)/n. On peut donc écrire :

w20(Fr)/ynrl=1-0 28)

ou Z est la variable normale centrée réduite dont la
fonction de répartition est présentée sous forme de
tableau dans de nombreux traités de statistiques et &
une probabilité choisie en fonction de la fiabilité du
résultat recherché. On voit que :

a) L'erreur statistique est inversement proportionnelle &
la racine carrée du nombre de marches aléatoires simu-
lées. La convergence de la méthode est donc extréme-
ment lente ;

b) Cette méme erreur dépend de la variance de F; et
donc des conditions aux frontiéres et de la position ‘du
point etudié dans le domaine. La précision atteinte
aprés un nombre donné de simulations varie donc d'un
probléme & un autre et d’un point a un autre du milieu.

Dans la pratique, la précision pourra étre estimée au
fur et a mesure de I'avancement des calculs en rem-
plagant dans 1"équation (28) I’écart type o(F,), inconnu,
par son estimateur sans biais :

(29)

On peut également estimer le nombre de marches
au hasard nécessaires pour atteindre une précision
donnée. Si on souhaite que l'erreur statistique relative
soit inférieure a une certaine valeur w avec une proba-
bilité (1-o), le nombre minimal de trajectoires & simuler
sera, d'aprés I"équation (28) :

2
Zy26(Fr)
Ny = _9/__.-[_
T wh (30)



* Application numérique

Si on considére le point P de la figure 10, la symé-
trie implique que les probabilités de sortie des trajec-
toires a gauche et a droite de la palplanche soient & peu
pres les mémes, donc :

h(P)= > olF)= > (31)

o1 F1 est la charge hydraulique c¢6té amont,

Si on choisit o= 0,05, alors Z , = 1,96 et 'équation
(30) permet d’établir que 1'on doit savoir :

Ny >[@]2 (32)
w

Cette équation, combinée avec les résultats exposés
en 4.1, donne l'espérance du nombre total de pas n,
nécessaires pour obtenir la précision recherchée avec
la probabilité d’erreur indiquée :

(k%-i)

WZ

Elng)=7,68 (33)

A titre d’exemple, le nombre minimal de trajectoires
a simuler pour w =1 % est, d'aprés l'inéquation (32), de
38 400. Le tableau | indique le nombre total de pas espé-
rés correspondant a différents modules de maillage (ou
de hauteurs du domaine d'écoulement) en supposant
que, dans tous les cas, le point P occupe la méme posi-
tion relative par rapport aux frontieres du domaine.

Les nombres de pas ainsi calculés sont élevés mais
la vitesse de calcul des ordinateurs faisant des progreés
constants, il ny a plus vraiment 13 un obstacle a 'appli-
cation de la méthode comme cela était encore le cas il y
a une ou deux décennies. Le plus souvent, il conviendra
malgré tout d’adopter les logiciels disponibles & chaque
probléme particulier et de les optimiser afin de réduire
la durée de chaque pas et d’accélérer la résolution. On
voit, par ailleurs, que le choix de la relation entre le pas
du maillage et les dimensions des couches des mate-
riaux perméables a une grande influence sur le temps
de calcul.

TABLEAYY
k i Efng

5 1 1 84332([)

10 2 737280

15 3 16 588 800

25 5 46 080 000

) 10 184320000

Réduction de variance

1l existe certaines techniques qui permettent de
réduire la variance de |'estimateur donné par la

méthode de Monte Carlo et donc d’accélérer sa conver-
gence. La plus connue est sans doute celle de I"échan-
tillonnage d'importance (Curtiss, 1949). On peut appli-
quer cefte technique si l'on dispose d’une
estimation h¢ de la charge hydraulique aux nceuds i du
maillage, obtenue par exemple par la méthode gra-
phique. Dans le cas bidimensionnel, les probabilités de
transition d’un neeud aux quatre nceuds voisins ont
alors prises égales & :

P'[MJ:—!—f[AA‘]h P'lAAgJ=———4P[AA21h2
P[AA,Jh¢ PIAA, ]h
21',[ Jh 21,[ 1L
P'[AA3]=———3—4P[AA3]h P'[AA4]=-——5—;) LAkl
> PIAAIR¢ > PIAAIR¢
1 1

On définit ainsi les éléments m¢ d'une nouvelle matrice
de transition (M®), et on simule des marches au hasard
allant du nceud étudié jusqu'aux frontieres absorbantes
en passant par une série de nceuds intermédiaires -

S (e A s ) (35)

Pour chaque trajectoire, on calcule la valeur de la
variable suivante :

Mg,p- Mg

e e
Mg geeMMyq g

o =F; (36)

ou F_ est la valeur de la fonction F(Q) au nceud i, et les
m, sont les éléments de la matrice de transition origi-
nale [M). L'espérance mathématique de ®. est :

Eldr)=Y PITI®r =Y mf ..m, &
T i

= 2 m0.1"‘mk.1'kFT = E(F—l—] (37]
T

L’espérance de @, coincide avec celle de F,. La charge
hydraulique au nceud A, peut donc étre calculée en
prenant la moyenne des valeurs de @, obtenues par
simulation d’un certain nombre de marches au hasard.
Si l'estimation préalable de la charge hydraulique aux
nceuds du maillage est suffisamment précise, la
variance de ce nouvel estimateur, ¢*(®,)/n, est infé-
rieure a o%F,)/n. Elle tend d’ailleurs vers zéro si 'esti-
mation préaiable coincide avec la solution exacte. On
vérifie en effet facilement que, dans ce dernier cas,
toute trajectoire conduit & une valeur de ®. qui est
égale a la valeur réelle de la charge hydraulique au
point de départ. Pour introduire une estimation suffi-
samment précise permettant de réduire la variance de
facon significative, il faut, toutefois, en général, définir
un maillage de fagon explicite et avoir recours a un pro-
cedé de résolution annexe, graphique ou autre, pour
obtenir une premiére estimation. Ceci demande un
long travail de préparation qui enléve beaucoup de son
intérét a la méthode. Dans certaines situations, il peut
néanmoins étre intéressant de résoudre le probleme
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bidimensionnel par une méthode classique (par
exemple par la méthode des éléments finis) et d’utiliser
I"'approximation ainsi obtenue pour atteindre plus rapi-
dement la solution du probléme tridimensionnel par la
méthode de Monte Carlo.

Conclusions

La méthode de Monte Carlo permet de résoudre les
probléemes d’écoulements permanents en milieux poreux.
Sa convergence extrémement lente la rend peu
attrayante pour les problemes courants. [l est bien str
possible d‘avoir recours a des procédés permettant de
réduire la variance de 'estimateur du potentiel hydrau-
lique mais seulement au prix d'un travail assez lourd de
préparation des calculs. Par contre, cette technique
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