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Introduction

L'introduction du concept de contrainte effective en
mécanique des milieux poreux est due a K. Terzaghi et
M. Biot qui 'ont formulé de fagon indépendante dés la
premiére moitié du X siécle. [ ne s’agit pas ici de faire
'historique de ce concept. Cependant, 1l est incontes-
table que son impact sur i"essor de la géotechnique
a été décisif. Sur le plan théorique, il semble que la
justification de l'idée de contrainte effective ait d'abord
été apportée dans le cadre de la théorie linéaire de la
poroélasticité, qui suppose que le compertement de la
phase solide est élastique linéaire. Cependant, de nom-
breux auteurs, notamment & la suite de Terzaghi, ont
cherché trés t6t 2 l'utiliser dans le domaine du compor-
tement irréversible de la phase solide et de 'analyse
de la résistance des milieux poreux. Par ailleurs, alors
qu'il avait été initialement introduit pour des matériaux
saturés par une phase fluide unique, le recours 3 ce
concept dans des situations multiphasicques a égale-
ment été envisagé sous diverses formes (Bishop, 1960 ;
Fredlund, 1985 ; Coussy, 1995 ; Schrefler et al., 1997 ;
Chéteau et Darmieux, 2002).

La présente étude se propose d'ahorder la notion
de contrainte effective dans le cadre d’une approche
micromécanique. A la suite des travaux classiques
d’Auriault et Sanchez-Palencia (1977), on revisite brie-
vement la poroélasticité linéaire. Puis, on s'intéresse au
cas oll la phase solide posséde un comportement élas-
tigue non linéaire. On etablit certains résultats géné-
raux sur le rle de la pression de pore dans le critére de
rupture du milieu poreux. On applique enfin les techni-
ques d'homogénéisation non linéaire pour déterminer
la forme mathématique de ce dernier.

Le point de vue micromécanique consiste & consi-
dérer la particule élémentaire introduite classiguement
par la mécanique des milieux continus comme une
structure et a déduire le compertement du matériau
de la réponse de cette structure lorsqu’elle est sou-
mise & un chargement défini de fagon adéquate. Plus
précisément, la mise en ceuvre du raisonnement d’ho-
mogéneisation dans les milieux hétérogénes a micro-
structure aleatoire repose sur la notion de volume élé-
mentaire représentatif (v.e.r.). Ce dernier incorpore de
fagon statistique 'ensemble des informations relatives
a la géométrie de la microstructure et aux propriétés
mécaniques des constituants. A cet effet, sa taille doit
étre grande devant celles des hétérogénéités (dimen-
sions caractéristigues des pores et des grains).

Le ve.r. sur lequel on travaille dans la suite est un
volume £. 1] est subdivisé en un sous-domaine solide et
un espace poreux. Le vecteur position dans £ a I'échelle
microscopicue est noté z. Les efforts intérieurs dans le
ve.r. et les déformations qu'il subit sont décrits

—a I'échelle microscopique, par un champ de contrainte
o (2) et un champ de déformation € (2) ;

- & V'échelle macroscopique, par un tenseur de
contrainte I et un tenseur de déformation E.

La configuration de référence du v.e.r. correspond
& I'état naturel en I'absence de contrainte macrosco-
pique et de pression de fluide dans U"espace poreux.
& et Q représentent les configurations de référence
de la phase solide et de I'espace poreux. & = QU Q
représente ainsi la configuration de référence du v.e.r.
et 12| désigne le volume correspondant.
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Sous l'action d'un chargement mécanique, le sous-
domaine solide et ['espace poreux subissent une trans-
formation géométrique au terme de laquelle ils occu-
pent respectivement les volumes Q° et Q0. I¥ désigne
la position actuelle de l'interface solide/pores. Dans
toute la suite, on fait I'hypothése de transformations
infinitésimales.

Sansg restreindre la généralité il est commode de
suppaser que la frontiére extérieure du v.e.r. appartient
& la phase solide. Pour rendre compte de la connexité
de l'espace poreux, il sutfit de supposer que la pression
de pore qui regne dans §F est uniforme.

Paur la suite, il est commode d’introduire le rap-
port ¢ = IQ7/1 | qui fournit une valeur normalisée du
volume actuel de I espace poreux. Dans la configu-
ration de référence, ¢ = ¢, n’est autre que la porosité
initiale g_. Cependant Ies variations de ¢ sous l'action
d'un Cha.rgement mécanigque ne sont pas égales a celles
de la porosité.

Etant donné un champ a(z) défini sur Q. &, & et &
désignent les valeurs moyennes au sens :ntegral usuel
du champ a respectivement sur £, et QF. On note 1
et I les tenseurs identités du second et du quatrieme
ordre. On introduit également J =131 ®1etK=1-I.

IS == =i
Poroélasticite linéaire

Dans cette section, le comportement du solide est
elasthue finéaire. Les proprietes du solide, suppo-
sées homogeénes, sont caractérisées par le tenseur des
modules d'élasticité C:, ou par le tenseur de souplesse
S*= ', Pour certaines illustrations, on se placera dans
le cadre de I'isotropie, dans lequel CF s’écrit :

Ce=3k5T + 2K {1

ol ks est le module de compression ; |, le module de
cisaillement.

—
Définition du chargement

Il existe classiquement deux approches possi-
bles pour définir le chargement mécanique subi par
la phase solide € du ve.r. (Zaoui, 2002). Lorsque 'on
adopte les conditions aux limites dites « uniformes en
contraintes », le chargement macroscopique est carac-
terisé par le tenseur de contraintes macroscopique T et
ia pression macroscopique P ;

c=0C":¢ ()

(2]
o.on==%.-n (80)
o-n=-Pg (I*)

La seconde possibilité consiste 4 utiliser des condi-
tions aux limites uniformes en deéformation, pour les-
quelles les parametres de chargement sont & présent le
tenseur de déformation macroscopique E et la pression
macroscopique P :



div,o=0 (£
o=C":¢ ()
(3)
E=E-z (92)
o-n=—Pp (1)

Dans les égquations (2) et (3), le systéme matériel
colncide avec la phase solide. Cependant, il est com-
mode d'étendre la définition du probléme micromé-
canique & la totalité du volume élémentaire (solide et
espace poreux saturé). [l suffit d'introduire un matériau
fictif dans l'espace poreux, dont le comporternent est
de type élastique linéaire avec précontrainte :

e=C"e-P1 avec |C'<|C “@

La condition | C « |C#| revient en fait & ¢ ~ - P1
dans Q¥ et rend compte de la condition de continuité
a l'interface fluide-solide I dans les éguations {2) et
(3). L'intérét de ce point de vue réside dans le fait qu'il
permet de formuler le comportement local d’une fagon
unifiée pour la totalité du vee.r :

(V2e)) oz)=Clz): e(z) +o,(2) (5)
aver
cr (5w —-P1 (")
E(z)= o,(2) = J
c* (2 1] (£2%)

Ainsi, dans le cadre des conditions aux limites
en contraintes, le probléme mécanique (2) peut étre
étendu a la totalité du vee.r. Q sous la forme :

div,o =10 (£1)
oe=Clz):e+o.(z) () {(7)
g n=X-n (98)

Avec les conditions aux limites uniformes en défor-
mation, I'équation (3) est maintenant remplacée par

div.e =0 {Q2)
a=C(z): e+ a,z) () (8!

L — oW
Conditions drainées

Pour commencer, on traite briévement les cas de char-
gement définis respectivement par (£ # 0, P = 0} et par
(E 0. P =0). Cela revient a poser ¢,= 0 dans (7) et (8) :

o=C{z):e & e=8(z):0 avee 5{z)=C(z)7'(9)

Auss bien dans I'equation (7) que dans I'égquation
{8), la réponse dépend linéairement du paramétre de
chargement, c’est-a-dire de X ou de E. Cette remarque
conduit au concept important de tenseur de « localisa-
tion ».

Plus précisément, considérons d'abord les condi-
tions uniformes en contrainte (probléme (7)). Le champ
de contrainte o (z) dans le ve.r. est proportionnel au
parametre de chargement Z. I existe donc un tenseur
du guatrieme ordre, dit « tenseur de localisation de la
contrainte », noté icl B (z) (Fig. 1) :

(V2e) ofz)=B(z): % (10)

o(z)=B(z): =

Le tenseur B de localisation de la contrainte.

On note que la régle de maoyenne sur les contrain-
tes I = & qui résulte des conditions aux limites choisies
implique que B = 1. En vertu de la condition | C?| « |,
I'état de contrainte dans I'espace poreux est ¢ = 0. Ceci
revient & écrire que } Bl = 0 dans Qret implique que :

I=B={1-¢ B + B ~(1l-u)B (11

La déformation macroscopique E étant définie
comme la moyenne g, la combinaison des équations {9)
et (10) fournit :

E — Shum . E (123

aveg ;
Stom = § B {13)

L'équation (12) montre que le comportement
macroscopique est lindaire élastique et ™™ g’inter-
préte comme le tenseur de souplesse homogénéisé.
Les tenseurs de souplesse 8*du solide et S7de l'espace
poreux (rappelons le caractére fictif de ce dernier) étant
uniformes, %™ g*écrit :

Shem — (1 — )8 B + .S B (14)
s0Iit, en se souvenant de la relation (11) :
Shem - §% + eS8 . B (15)

La souplesse macroscopigue apparalt comme la
somime des contributions respectives du solide et de
I'espace poreux. Bien que Bf = 0, le second terme de
(15) ne disparait pas car | 89 | 89 .

De fagon similaire, dans le cadre des conditions
uniformes en déformation (8), le champ de déforma-
tion microscopiqgue € dépend linéairement de E. Cette
propriété est prise en compte par l'intermédiaire du
tenseur de localisation de la déformation Alz) (Fig. 2) :

(Vze ) elz)=A(z):E (16)
§=E-z

e(z) =A(2): E

G2 Letenseur A de localisation de la déformation .

La régle de moyenne E =€ qui résulte de ce type de
conditions aux limites implique que A=1:

I=(1— A" + A" (17)

o]
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On définit alors la contrainte macroscopigue comme
ia moyenne du champ de contrainte microscopigue :
% = 6. En vertu des équations (9) et (16), il résulte que :

S=CM":E aveeC"" =C:A (18)
Chem g'interpréte comme le tenseur des modules
d’élasticité en condition drainée. En utilisant i'‘équation

(17} et en se souvenant du fait que | C¥ — 0, il peut étre
mis sous la forme :

Chom = (1 — )07 R =C*: (T—w,A") (19
Le terme @, AP dans l'expressicn (19) de €™ rend

compte de la reduction de raicleur imputable a 'espace
POTEux.

D’une part, les conditions aux limites uniformes en
contrainte conduisent au tenseur de souplesse homo-
généisé 5™ D’autre part, le tenseur des modules
d'élasticité macroscopique CM™ a été obtenu dans le
cadre des conditions aux limites uniformes en défor-
mation. La cohérence de ces deux différentes techni-
gues réside dans le fait que les conditions aux limites
correspondantes induisent des réponses identiques a
I’écheile locale, & I'exception du voisinage de la fron-
tiere 0, sur une épaisseur de l'ordre de la taille des
hétérogénéités. Cela revient a dire que SPom = Chem -1,
pourvu que la taille du ve.r. soit grande devant celles
des hétérogénéités. Plus précisément, Hill et Mandel
ont prouvé que :

d..
§hmn ' Chum =1 EE O(;); (20)

of1 d et ¢ désignent respectivement la taille des hetero-
généités et celle du ve.r

- sy
Le couplage poroélastique linéaire

Le probléme (7), défini par £ et P, dépend linéai-
rement de ces deux paraméires de chargement. Il est
donc possible détudier la réponse au chargement £, =
(Z, P) en le scindant en deux composantes, respective-
ment £, ={Z+P1,0letL =P P).

Dans le chargement £, la contrainte macroscopi-
que appliquée & la frontiére o2 est £ + P1 et il n'y a pas
de pression dans l'espace poreux. La réponse a un tel
chargement a été déterminée au paragraphe 2.2. Les
champs de contrainte et de déformation microscopi-
ques s’écrivent :

iYze)) oy=B:{Z+P1)

(21
g, =8(z):B: (X + P1)

Dans le chargement £, une méme pression P est
appliquée sur la frontiére dQ et sur l'interface fluide-
salide [, Ainsi, le domaine solide € est soumis & une
pression uniforme sur 'intégralité de sa frontiere.
Puisque le solide est supposé homogéne, les champs
microscopiques de contrainte et de déformation dans
€ sont uniformes et peuvent étre étendus avec les
mémes valeurs a 'espace poreux :

(VEEQ) o =—FP1 s =—-P§:1 (82

En vertu de la linéarité, la réponse au chargement
L=£L+L, est:

(vzefl) o=B:(2+PL)-P1 ;
(23)

e=8:B:(¥+P1)-PS*:1
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Compte tenu de la relation (13), la déformation
macroscapique E =€ se met sous la forme :

E=§".(Z+P1)-PS:1 (24)

ou encore
E=8"" (£ +PB) & E=C"":E—BF (25
avec :
B=1-C":8:1 {26)
La relation {25) montre que le tenseur £ + PB
contrdle la déformation macrescopigue induite par £
et porte a ce tiire le nom de « contrainte effective ».
Cette relation constitue la premiére équation d'état du
comportement paroélastique. La forme isotrope de (26)
mérite d’'&tre notée. Elle fait intervenir le module de
compression homogénéisé k™™ et le module de com-
pression k* du solide fvair (131 :

kham
B=11

ka

On note que la contrainte effective de Biot £ + PB
tend vers celle de Terzaghi, c’est-a-dire Z + P1, dans la
limite k"m/ks — 0.

La seconde équation d’état concerne les variations
du volume des pores, décrites par celles du volume
normalisé ¢. Le point de départ consiste a observer
e

(27

avec b=1—

$— Q=1 F {28}
On tire alors de la relation (23) gue :
b1 B =d,1:8 B : (S + P1)—-0,P1:8 :1 (29)

¢,1:8: B peut étre éliminé 2 I'aide de la relation (15).

En introduisant (25) et (26) dans (29), on obtient
finalement : B

m—o,,—-—-B:E+)—\-,: (30)

ol :
1
-I\—,=(B—r:a.1) - | (31)

A l'aide de la formule {27), on montre la forme iso-
trope de I'équation (31) :

3 s £ (32)
.'\r k."

Les équations (25 et (30) constituent la base de la
théorie poroélastique linéaire de Biot. Il est remarqua-
ble que les coefficients poroéiastiques B et N de (25)
et (31) puissent étre déterminés a partir des propriétés
élastigues du solide et de celles du matériau poreux
drainé, regroupées dans le tenseur Ce™,

L ~vad
Approche énergétique

On raisonne ci-aprés dans le cadre des conditions
aux limites uniformes en déformation. La puissance
mécanique W fournie 3 la phase solide £2° sous I'action
du taux de chargement (g, p) comporte deux contribu-
tions :

— la puissance de la pression de pore agissant sur l'in-
terface 157 = aQ2" N 9 ;

- la puissance des forces surfaciques ¢ n agissant sur
la frontiére 8090 dans la vitesse E.z qui est prescrite
a cette interface



—Pn-£dS
F*! .
ol n désigne le vecteur unitaire normal 2 905 = 3Q U I¥,
orienté vers 'extérieur du solide €.

En invoquant I"équation de I'équilibre div, 6 = 0, la
premiére intégrale du membre de droite devient :

E",J / T dS = E,., /o.ﬂ, dV, =0_UE],|S'I..| (34)
J s Ji

W=/ 2-E-(o-n)dS + (33)
o0

Par ailleurs, le flux de la vitesse éé travers l'interface
fluide-solide dans la deuxiéme intégrale n’est autre que
le taux de variation du volume des pores :

/ —n-EdS = |0
J et =

Combinant les relations (34) et (35} dans (33}, la
puissance fournie au domaine solide (¢ est ;

W= |0 (S4B, + P o) = |0 (Z: E+ P o) (36)

(35)

On introdutit les densités volumiques d’énergie élas-
tique ¥ (E, P) et d’énergie potentielle ¥* (E, P relatives
a la phase solide du v.e.r. Elles sont toutes deux fonc-
tionsde Eet P:

‘H(E.P)z'; e:C':edV ;
2|1Q%| S
{37)
q":@—P(Qﬁ_‘abo)

En V'absence de mécanismes dissipatifs, le travail
fourni au solide est stocké sous forme d’énergie élasti-
gue : W=1Q | V. Il en résulte que :

5 e
OB
= 'I (38)

F=X:E—(d-¢,)P

Les relations (38) font apparaitre que "énergie
potentielle *¥* est un potentiel thermodynamigue pour
le choix des variables d’état E et P. En vertu de la linda-
rite des équations d'état macroscopiques (25) et (30), ¥*
est une fonction quadratique de ses arguments E et P :

. 1 hom . p? ) :
\Il=§E.C .E—W-PB.E

La combinaison de (37) et de (39) conduit & I'expres-

sion suivante de ' :

(39)

74
I = %E:Chuvr- 3 E+ L

T (40)

Niveau de déformation moyen
dans la phase solide

En vue d’applications ultérieures, il est intéressant
d'évaluer le niveau de déformation local dans la phase
salide en fonction du chargement macroscopique,
défini par Eet B ouparZ et P,

Considérons pour commencer la déformation
moyenne €, gbtenue & partir de la moyenne de 'équa-
tion d'état locale € = §° : o dans e solide :

E=8.:7"

(41)

La régle de moyenne des contraintes donne par
ailleurs -

E={1-6)7" - ¢, 1 (42)

En combinant (41) avec (42), on obtient une expres-
sion de la déformation moyenne en fonction de la
contrainte macroscopique et de la pression de pore :

(1—p,)8 =8":(Z+ Po,1) (43)

Il convient d’observer que g est contrélée par la
contrainte effective £ + Py 1. Si on décompose la défor-
mation microscopique et sa moyenne dans la phase
solide selon leurs compaosantes sphérique et déviatori-
gue, on obtient :

| e =
E=¢g,+ i:’.l —55‘ 1

avec £ =1tr e. Dans e cas d'un comportement isotrope
de la phase solide, |a relation (43) donne

(44)

1
(1 — @,)5" = m‘“(x + Pl,‘.l,.],)

{45)

|
— ) = Y
{ 1 (n)u.'g,{ 2“‘ o
ol L= K : T est le déviateur de la contrainte macro-
scopique.

La formule (45} exprime que la moyenne de la
déformation déviatorique £ n’est affectée que par Z,
Ce résultat peut &tre llustré sur 'exemple d’une sphére
creuse soumise & une contrainte de confinement uni-
forme sur sa frontiére extérieure. La déformation
déviatorigue induite par ce chargement dans la phase
solide est une composante essentieile du mécanisme
de déformation de la sphére. Cependant, par raison
de symétrie, la moyenne £ est nécessairement nuile.
Cette remarque suggére qu’une telle quantité ne four-
nit pas une estimation adéquate du niveau de déforma-
tion déviatorique dans ta phase solide. Pour faire face
& cette difficulté, on considére la grandeur scalaire e,
dite déformation déviatorique équivalente :

1
Ed = \/5541 - Ey

On se limite ci-aprés au cas ol la phase solide est
isotrope {veir (1)). Dans ce cas, la moyenne quadratique
eZ est reliée 2 la composante déviatorique de I'énergie
élastique dans la phase solide. On dispose ainsi d'une
mesure énergétique de la déformation déviatorique
dans le solide. Celle-ci est exempte des limitations de
g°. On va voir qu'elle peut étre évaluée 3 partir de la
dérivée de I'énergie potentielle de la phase solide par
rapport au module de cisaillement p* de cette derniére
{Kreher, 1990}. Rappelons que I'énergie potentielle de
la phase solide s'écrit [voir (37)) :

(46)

tredV
Joy

10,0 = 1/ e:C':edV— P (47)
g

On note que ¥* dépend de pfexpliciternent & travers le
tenseur C* et impliciternent & travers le champ de défor-
mation microscopique e. Observant gue aC%/dps = 2K
{cf (13}, il est facile de voir que :

e "
mﬂz/ s,,:s,,dV%—/ 2
l'),l' Qe

' C*redV +
(48)

/ —P1: ,')—ed\"
Jas p*

)
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ou eneore :

r')\l" - (r'E
=92 - & ) —
o 2(1 —to)eg + 0 o (49
Le lemme de Hill (voir annexe) peut étre appliqué au
couple o = o et e* = ae/d. En effet, le déplacement asso-
cié & de/op est §* = ob/ay* et ce dernier vérifie des condi-
tions aux limites uniformes en déformation (E* = 0),
de sorte que le second terme du membre de droite dis-
parait. Avec (39), on ohtient donc:

ol 1
Al (B -
je* (.'_)

il est possible de simplifier encore cette expression
dans le cas isotrope. Avec 'aide de (27) et (32), les déri-
vées de B et de 1/N s'écrivert

}7.‘

-9
‘Jl] — ’53 = o yhann

y l '”I.Imm 0 1 l ',)Ahum
oy INE Ty o Fhoy e SR )
".)j.(' e (7}1' l"/t N I L)/t‘
En introduisant (51) dans (50), on obtient finalement :
— l )’ Jurin P . } e
21— @)E] = 37— (rE+ =) + By By (52)
S 2 et k~

De fagon équivalente, 'équation d eta_t_[25) peut &re
utilisée pour obtenir une expression de €2* en fonction
de la contrainte macroscopique et de la pression de
pore. En utilisant la relation de Biot (27) relative au
coefficient b, on décompose (25] selon ses parties sphé-
rique et déviatorique :

kb (tr E + ;)

ou la contrainte moyenne I_ et les contrainte et défor-
mation déviatoriques équivalentes sont définies par :

étr(L) ] E,,=\/Ed 7
(l—« Etl d

En reportant (53) dans (52, il vient :

‘_—:,,, + P = Ed = 2““‘”“[;,1 f53)

‘—'m =

(54)

ITERY = J. PP— (L jsi(5
l—a)z > = 8.8 /\"“"' J(-—‘vn * — 0“,(/‘,,,,,,. 125 (JS'
Tandis que Ia moyenne tensorielie de la déforma-
tion déviatorique € est indépendante de la pression de
pore (voir (45)), il apparait que la moyenne quadratique
scalaire Eﬁs dépend de la pression de pore a travers la
contrainte effective de Terzaghi £ + P1.

La méme démarche peut étre appliquée a la déter-
mination de la moyenne quadratique €. En particulier,
on montre que 'équation homologue de (50} est :

%(1 — o)l = l—?-l;—. ( E;CM: E - E[— -PB: E)(Sb)
RN,

Poro¢lasticité non linéaire

La méthode sécante

On s’intéresse & présent a la situation ot le com-
portement de la phase solide est élastigue non linéaire.
Il est caractérisé par un potentiel y*(e) & 'aide duquel
I’équation d’état du solide s'écrit :
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e

o= (57)

te
y*{e) représente physiquement la densité d’énergie
libre du solide.

On suppose de plus que (57) peut se mettre scus la
forme :

o=0Ce): e (58)
#(e) est appelé tenseur d'élasticité sécant.

Par exemple, 51 y(e) depend de € 4 travers la défor-
mation volumique e = 1T € et I'invariant déviatorique €,
introduit en (46), y* = y* (e, ¢.), (57) devient :

. H‘o,"‘l 1 i)x,-"'s
= e, 264 Uiy ¥ (59)

On observe que (59) est bien de la forme (58) avec :
C{g) = 3k {ey, £a)d + 20° (64, £a)K  avec

e
iz,

,k':rl

I U=

Réciproquement il est utile d’'observer que deux
fonctions k* (e, € ) et ° (€, € Jdeﬁnlssent un comporte-
ment elaanue non }mealre a la condition que :

(60)

1 au*

-lsd I'_)E.j

ak* ot
e 4z
e £ 4 B¢, 1

On ralsonne par exemple avec des conditions aux
limites uniformes en déformation. Le chargement est
donc défini par le tenseur de déformation macrosco-
pigue E et la pression de pore P. Les champs micros-
copiques de contrainte, de déformation et de déplace-
ment o, €, £ dans le ve.r. sont solutions du probléme
suivant :

dive =10 ) (a)
o(2) =Clz) 1 e(z) +ou(2) () (b) 52
e=1 (gracl £+ 'grad £) ) (c) (62)
£z) = () (d)
ou:
2e*: C(z)=C"el2))
zef; Ciz)=0C
(63)
(i) {0y
o(z) = )
—P1 (QP)

(62) est formellement identique & (8), & 'exception du
fait que (8) est maintenant remplacé par (63). Rappe-
lons que CF — 0.

Il v & cependant une différence essentielle entre le
probléme linéaire (8] et le probléme non linéaire (62):
constant dans le premier cas, le tenseur d’élasticité
local Cs{e(z)) dépend en revanche de la position dans
la phase solide et du niveau de chargement dans le
cas non linéaire. Malheureusernent, les schémas d’ho-
mogénéisation utilisés classiqguement pour les milieux
désordonnés ne sont pas capables de faire face a ce
type d’hétérogénéité. Il est donc nécessaire de simpli-
fier le probléme.



L’idée consiste 4 introduire un niveau de défor-
mation dit « effectif » destiné & prendre en compte la
non linéarité de fagon apprachée (Suquet, 1997). Notée
e”, de nature tensorielle ou scalaire, il est naturel de
s'attendre a ce que cette déformaticn effective soit
une moyenne bien choisie du champ de déformation
microscopique dans le sclide. Elle est donc a priori
fonction du chargement macroscopique (E, P} ou (T, P).
La simplification réside dans le fait de remplacer 1'élas-
ticité hétérogéne Cselz)) par une estimation uniforme :

(Vz e Q%) C(ef2)) = C(s*) (64)

Dans le cadre de (64], on est formellement ramené
au cadre linéaire. On retrouve donc les équations d'état
(25) et (30), & ceci prés que les coefficients poroélasti-
ques sont fonctions de g:

Chmn . Chm“( e_,f) B B( t'f) ?\f _ )\'( ) [65]

Il convient alors de déterminer la dépendance de Ia
déformation effective retenue en fonction des parame-
tres de chargement, par exemple (Z. P). & se présente
comine la solution d’un probléme non linéaire de la
forme suivante :

e = £(2, P,C*e*)) (66)

dont la résolution conduit 4 la valeur de £ en fonction
de Zet P:e'=¢¥(Z, P) Introduisant cette détermina-
tion de €' dans (63), on obtient la généralisation nan
linéaire de (25)-(30) :

% =CH(%,P): E - B(S, P)P

87
P (67)

N(Z, P)

dans lesqueiles I'expression de B(X, P} en fonction
de CPo™(E, P} ainsi que celle de N(E, P} en fonction de
BIZ. P} sont formellement identiques 3 celles du cas
linéaire :

B(Z.P)=1:(I-C)X%, P)™ . Crom(x, P))

I A
e =1:C%, P)" t (—0y 3,
NP = L CE P (el + BT, P)

[ 18]
Application au cas isotrope

Comme dans (60) on se place dans le cas isotrope,
dans I'hypothése ol y* est une fonction de g_ et g, Dans
'esprit du concept de déformation effectwe on adopte
I'approximation {64} Ci(e) = C5(e™). On développe ici un
modéle isctrope on la déformation effective est carac-
térisée par deux invariants scalaires :

¢o—o0,=B(X, P): E+

(68)

:-t.f — (;‘f = )

v =y

=t 3 =y 69

Lestimation approchée de 1'élasticité du solide
s'écrit donc:

CH(e) =3k* (!, e NI+ 2 (e, K (70)

Les quantités % et € sont données en fonction de

la contrainte macroscopique Z et de la pression de pore

P par (43) et (53). Plus précisément, e’ dépend de £ + P

0., tandis que e est une fonction de X + PI. En vertu

de (65), ' eiastlcne macroscopique C™ de méme que

B et N, vadépendre alafoisde T+ P pletdeX +
P1. Ainsi, dans le cas général, la non-linéarité macros-
copigue ne saurait étre contralée par un tenseur de
contrainte effective (Dormieux et al,, 2002). Cependant,
deux exceptions méritent d'étre mentionnées :

—-kfet s ne dependent pas de £, Dans ce cas, [61] mon-
tre que y® est nécessairement constant D’apres (45), e
est déterminée & partir de la solution de :

(1—“0 "a

wl) (&)
3k* (71
/."=k'(-'"’) (L)

" apparait comme une fonction de I+ Pg,qui
contréle donc la non-linéarité a I'échelle macroscopl-
que (veir (B5)) ;

— k* et * ne dépendent pas de ¢, Dans ce cas, la rela-

tion (61) montre que k° est nécessairement constant. En
vertu de (55), &5 est solution de

202 (! 1 1 | e,
41 — o) =~ WS+ PV = ‘—(———m,’, (e2)

',“l [ U _J“ “h-m-
“’lm = 1”‘ -‘“:’ Cb} [72]

&= . Y

WY = n‘t-.‘,',") {e)

Cette fois, la déformation €' est fonction de X + P
et de X, et C’est la contrainte effective de Terzaghl
z+P1 qu: contréle la non-linéarité du comportement 3
I'échelle macroscopique.

e
Résistance d'un matériau poreux

On suppaose dans cette section que la résistance de
la phase salide & I'échelle microscopique est caractéri-
sée par un critére de la forme f{a) < 0. Le domaine G*
des états de contraintes microscapigues compatibles
avec les capacités de résistance du solide en question
est défini par :

ceG' e ['(o) <0 (72}

Role de la pression de pore
sur la résistance macroscopique

On s'intéresse pour commencer & l'influence de la
pression de pore P sur la résistance macroscopigue.
Un état de contrainte et de pression (T, P) est dit adimis-
sible (du point de vue de la résistance) s'il est possible
de trouver un champ de cantrainte oiz) défini sur la
phase solide du v.e.r. et prolongé dans |'espace poreux
qui soit compatible avec la résistance du solide au sens
de {73), égal a - P1 dans QP et en équilibre avec T au
sens de la régle de moyenne sur les contraintes T = 6.
A la suite de de Buhan et Dormieux (1998), on introduit
'ensemble G"™P) des états de contrainte ¥ admissi-
bles lorsque la pression de pore est fixée 2 la valeur P .

dive =0
S —7

TeGmP) o ! 74
(Vz € D) o = —P1

(Vz e Q") f* o) <0

01
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En particulier, G"(0) est le domaine obtenu en I'ab-
sence de pression (P =0).

Considérons un état de conirainte macroscopigque
£ e G"m{P)et un champ de contrainte microscopigqué o
vérifiant (74). Introduisons & = ¢ + 1. Cn obtient :

dive =10
| Z+P1=7F
37 + (73)
(Vzed)a=A0

(VzE8) & € G*+ P1

b3 c Ghmn(})j o

ol G + P1 est l'image de G* dans la translation a —a + P1.

= _1=4
Solide de von Mises ou de Tresca

On fait d’abord I'hypothése que 1a résistance de
la phase solide n’est pas affectée par la contrainte
moyenne. En d’autres termes, G est invariant dans les
transiations parallélement & 1: G5 + P1 = G5 Comme
en (44), on scinde la contrainte microscopique selon
ses composantes sphérique et déviatorique :

1
ad=04+ 0,1 Oy = El,ra' tro; =0 (76)

o, est Ja contrainte moyenne et ¢, 1a partie déviato-
rigue > du tenseur de contrainte. Dans la suite, on utlhse
également la contrainte déviatorigue éguivalente o,
vo,:6,/2.

Lorsque £ e G™(P) les propriétés du champ & de
(75) assurent que £ + P1 e G (D) :

Gham(o) . Gham(P) + Pl (?7]
ou encaore
e G"(P) e T + Pl e Ghm(D) (78)

En d’autres termes, le critére de résistance macros-
copique du milieu poreux saturé en présence de
pression de pore peut étre formulé en fonction de la
contrainte effective de Terzaghi. Comme le monire (77),
la détermination de G"™(P) pour une valeur quelcon-
que de P revient a celle de G™(0) : G*™(P) est obtenu
& partir de G*™(0) par une simple translation dans l'es-
pace des contraintes (Fig. 3).

Gy

-

2t (g,

—3 €

d

rG 3 Comportement non linéaire vérifiant la
condition {80).

On expose & présent une méthode pour la déter-
mination du critére de résistance macroscopigue dans
le cas ou le critére de résistance de la phase solide est
celui de von Mises et s'écrit donc :

1 .
o) = 304100~ K=ol — 2 -
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Compte tenu du raisonnement précédent, il serait
suffisant de se placer directement dans le ¢as d'un
espace poreux non pressurise (P = 0). Cependant, on
propose ci-aprés une approche directe de G™™(P ) dont
on vérifie qu’elle est bien en accord avec (77).

Le point de départ consiste A rechercher un matériau
non linéaire, caractérisé par un tenseur d'élasticité sécant

Cs(e), tel que la condition () = 0 soit vérifiée asymptoti-
quement a 'échelle microscopique, pour une valeur suffi-
samment large de la déformation déviatorique locale g, :

i o) =0 (80)

La valeur de P étant fixée, on considére des trajets
radiaux dans I'espace des déformations macroscopi-
ques, de la forme : A — AE, la direction de E etant arhi-
traire. On s’attend a ce que de grandes déformations
microscopigues soient induites localement pour des
valeurs suffisamment élevées du parameétre A'". Dans
ces conditions, I'état de contrainte macroscopique cor-
respondant X = & est situé sur la frontiere de G™(P) :

}E“ ¥ € dG"™(P) (81)

En d’autres termes, la frontiére gG™™(F) est le lieu
des extrémités des trajets de contraintes correspon-
dant i des trajeis de déformations radiaux. En revan-
che, pour les faibles valeurs de A, I'état de contrainte
macroscopique reste 3 I'intérieur de Grm(P).

On cherche & définir le comportement non linéaire
de la phase solide par un potentiel v (g, g,) de la

forme :
1 )
Uy £4) = Sk’evl + F(&4) (82)

ol k® est une constante. A partir de (82), la relation (39)
conduit &

o=kel+ 211‘!(5:‘!)5:1' avec 2u'(zy) = :’)i—d}"(i”) (83)
La condition (B0) est satisfaite si F(g,) = 2k pour des
déformations déviatoriques suffisamment grandes.
Cela conduit & choisir He,) = Zk g, dans cette gamme de
déformation. En d’ autres termes le moduie de cisailie-
mem sécant |* (¢,) est une fonction décroissante de
, équivalente & kf{2 g,) pour les larges valeurs de g,
(Flg 4]. Asymptothuement on observe que p* — 0 tan-
dis que k* reste constant. Cela implique que pk*< 1, ce
qui revient & dire que la phase solide se comporte for-
mellement comme un matériau incompressible.

J\E“

Ghom (P) ) Gham (0)

‘Q
i “x
’ % L
'
: Z

./.4.*— >

m

: P
fG.4 Ftats de contrainte macroscopiques
admissibles pour P = 0 et P = 0 (solide de von

Mises).

On étudie maintenant la réponse du v.e.r. d'un
milieu poreux dont la phase solide posséde un tel com-

| est bon de noter quune déformation peut étre grande par rapport
4 une déformation de reéférence, tout en demeurant dans le domaine
des déformations infinitésimales.



portement. 1l s’agit, comme on 'a vu a la section 3, d’un
probléme d’homogénéisation non linéaire, susceptible
d’étre appréhendé par une méthode sécante dans le
cadre du concept de déformation effective. En vertu du
fait que k* et n° ne dépendent pas de €, on est amené
a résoudre 1"équation (72). Sur le p]an pratigue, cela
requiert de savoir décrire la dépendance de k"™ et de
whem en fonction de ps. On utilise & cet effet Ia borne
supérieure de Hashin-Shtrikman comme estimation
des modules macroscopiques. En vertu de la remarque
sur I'incompressibilité de la phase salide, ces derniers
s’écrivent (voir par exemple Dormieux 2005) ;

'“l — Po) T .
T 1*(e, r‘ u («'—',,”

‘hmn s 1= W

[,l.um A s
1+28,/3

(84)

Linvariant déviatorique effectif g5 est déduit de
(72a) :

(2“ = ‘5’;')5:,]/"‘{:‘:/)): _ 3‘.11

2
—(E + P);+ () + 30 1Z4° (85)

En utilisant le fait que p° (g,) = k/(2 ) dans le
domaine des grandes deformatlons on obtient que
I'état de contrainte macroscopique asymptatique est
situé sur une ellipse duplan (£ , X ) :

3(‘.} 2 l+'~)(/:'“/3
T (B + PP+ ——
4(1—0..)2( E5) (1=

On retrouve au passage le fait que la résistance
macroscopique est contrdlée par la contrainte effective
de Terzaghi Z + P1.

—
Solide de Drucker-Prager

=% (8s)

@0 )?

La conclusion qui vient d'étre tirée dans le contexte
des matériaux de von Mises n’est plus valable lorsque
le critére de la phase solide est sensible a la contrainte
moyenne. A titre d’illustration, on fait I'hypothése
que le domaine G* des contraintes admissibles pour
la phase solide est un céne. Son sommet est situé sur
la droite o, = 0, = 0, de I'espace des contraintes prin-
cipales et represente un état de traction isotrope hi.
Par référence 2 la valeur de la résistance en traction
isotrope h, G° sera noté G}. L'ensemble des états de
contrainte macroscoplques admissibles en I'absence
de pression est noté Gpem (Q).

Par exemple, le matériau de Drucker-Prager (Fig. 5)
dont le critére s'écrit :

fle)=a (%tra — h> -

] (87)
\/Eﬂ" oy =alg, —h)+oy4<0

appartient manifestement a cette classe de matériaux.

Aod
o
]
o
-
=
h
ne.s Critere de Drucker-Prager: états de

contrainte microscopigues admissibles.

Il est utile d'observer que les ensembles G: et G;‘
associés a deux valeurs différentes h et h’ de Ia résis-
tance en traction isotrope peuvent étre déduits I'un de
"autre par une transiation, ou encore par une homo-
thétie®

/
Gh= l;— o+ (D) G
]

En vertu de (88a) et de la définition de G"™ donnée
en (74} (avec P = 0}, on en deduit que Gf°™ (0) dépend
linéairement de h :

(a) =G+ (W —h)1 (88)

Cth on 0 ) -lmm (n‘) (89)

Par ailleurs, il est facile de voir 2 partir de (88b) que
{Fig. 8):
Gy + P1= (80)

4
h+P

AG. & dans le cas du critére de

G etG+P1=G;
Drucker-Prager.

L'utilisation de ce résultat dans [75] montre que :
¥ € Gl""(P) = X + P1 € G} (0) (91)

La combinalson de {89) et de (91) permet finalement
d'affirmer que ;

Gh™(P)+ P1=(1+ — m"'""(m 92)
OU encore :
‘-v dmm o) ‘J 5 Pl ~rhom 0
eGP +P/'heb" () (93)

Cela signifie que la résistance macroscapique est
contrdlée par la contrainte effective suivante :

i_ S+ Pl
¥ " 1+ P/h

A la différence du concept traditionnel de contrainte
effective, on note que £" ne dépend pas linéairement
de la pression de pore P. D’'un point de vue géomé-
trique, la relation (92) exprime que GP°™ (P) peut étre
déterminé & partir de Gi>™ (0) par I’ apphcatlon de deux
transformations consecutwes En pr‘emler lieu, I'homo-
thétie de rapport 1 + P/h est appliquée a G°" (0) suivie
de la translation Z —» Z - P1 (Fig. 7).

{94)

2 G* désigne I'image de G* par 'homothétie dont le centre est situé a
I'origine, et dont le rapportestégalan:z— A2
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Ghom (O)

/\z- 3

P |
G (0
(1+ h) (0)

Ghom (P)

f6. 7 Solidede Drucker-Prager: étalsdecontrainte
macroscopiques admissibles en présence el
en I'absence de pression de pore.

On considére, a titre d'exemple, le cas particulier ou
la phase solide est un matériau de Drucker-Prager {87).
Puisque l'existence d'une contrainte effective macros-
copigue a pu étre établie, il est suffisant de déterminer
la résistance macroscopique en l'absence de pression
de pore (P = 0}, ce qui revient a identifier le domaine
G (). Ghe (P ) sera alors déduit de (93). On uiilise &
cet effet l1a technique rnise en ceuvre precédemment
dans le cas du matériau de von Mises. On recherche
donc un matériau isotrope non linéaire dont 'équation
d’état est de la forme (58) et vérifiant la condition (80) :

o
ey 8q) = E[h - k%z,) (95)
dans le domaine des grandes déformations déviatori-
ques. A la difference du module de cisaillement iden-
tifié dans le cas du matériau de von Mises (p® {g)) = k/
(2e,)), le module de cisaillement sécant p* dans (95)
dépend a la fois de g et de g,. Cette propriété est desti-
née a traduire le fait que la résistance au cisaillement,
représentée par 2p° €, augmente avec la pression de
cenfinement locale qui n’est autre que - k. En ce qui
concerne le module de compression k&, le choix le plus
simple consiste & le considérer comme une constante.
On remarque qu’une telle définition ne permet pas de
satisfaire la condition {61) assurant |'existence d’un
potentiel. Notons que ce dernier n'est cependant pas
nécessaire pour mettre en ceuvre le raisonnement. Le
niveau de déformation effectif est ici caractérisé par les
deux scalaires €' et 5. Avec les relations (45) et (55),
compte tenu de ta condition P = 0, le systéme qui per-
met de déterminer ces quantités en fonction de 1'état
de confrainte macroscopique est le suivant :

—m

(1—ou)ay == ()

-,

1oty L ga B, 1 u

W1 w.,-d (};I'(/\""‘"‘ | 2N I { ,1"""' 1y { )

o — 1 -4) ‘.. him 11— . (¢} e
=73 4 = T+30,/3"

= (h = ) (d)

I 2/

Comme dans le cas du solide de von Mises, on a
utilisé dans (96c) le fait que p5/k* tend vers 0 pour les
grandes défoermations déviatoriques. En combinant
(96h) et (96¢), il vient tout d’abord :

2 3¢ 2
(2(1 = ‘pu)sf,’,f(ey)) = %Ei‘n +(1+ io..)Ed’ (97)

I reste & introduire (96a) et (98d) dans le membre de

6 4 gauche de (97) :
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LT 3 o 2 "
Q1R (1 —@,)? = (—'f —a* )+

E {98}

(1+ %o,, T 4+ 2020(1 = 9,) S
La relation (98] caractérise le cdomaine Ghe™ (0],
Ensuite, GI°™ (P) est obtenu en remplagant I'etat de

contrainte macroscopique X par la contrainte effective
(94). Avec les notations :

- Sm e 7 A Ed
IR PIR Y TR L PR
I'équation de la frontiére elliptique de GI°™ (P) dans I'es-
pace des contraintes (E], ) s"écrit ;
21 W ’ 3{:)9’
a“h ()l — @) =(—

(99)

e
R B Al
(3] ]._.m -+

2 . _ (1001
1+ ?G.-,)SZ‘ 4+20h(1 - o D

Notons que I'on retrouve (86) comme la limite de
(100} quand h — = et o — 0 avec ah = k.

Supposons 4 nouveau que P = 0. D’aprés I'équation
(98), la forme de G () est effectivement elliptique et
la résistance en compression isotrope est bornée i la
condition que 3¢,/4 > o®. En revanche, pour de plus fai-
bles valeurs de la porosité, en l'occurrence pour 3¢,/4
< o?, il convient d’observer que la relation (98) prédit
que la résistance en compression isotrope est infinie.
En d’autres termes, pour de telles porosités, tout état
de contrainte de la forme Z_1 avec Z_ < 0 est admissi-
ble, de sorte que G°™ (0) n'est pas un domaine ferme.
Cette conclusion est en contradiction avec le résuliat
du modéle unidimensionne! de la sphére creuse sous
pression (Dermieux et al, 20068). On montre en effet
que la contrainte de confinement qui peut étre appli-
quée 3 la sphére creuse est bornée, quelle que soit sa
porosité (pourvu que o < ¥3/2). Plus précisément, la
valeur exacte I~ de la contrainte de confinement maxi-
male peut étre obtenue par les techniques classiques
du calcul & la rupture et vaut (Barthélémy et Dormieux,
2003)

2a//0
o = | gF eV 3 (101)

Cette limitation du résultat du processus dhomo-
généisation non linéaire est imputable au manque de
precision dans la mise en ceuvre du concept de défor-
mation effective. Le recours 4 une estimation uniforme
du niveau de déformation sur l'intégralité de la phase
solide devient trop simpliste pour les basses valeurs
de la porosité. Cette difficulté peut cependant étre
surmontée en subdivisant le domaine solide en sous-
domaines, en introduisant autant de déformations
effectives que de sous-domaines,

Une alternative i la méthode d’homogénéisation
non linéaire conduisant aux critéres de rupture [98) et
(100) consiste 4 mettre en ceuvre une technigue d’ho-
mogénéisation périodique. La confrontation des deux
méthodes permet également d’apprécier les perfor-
mances guantitatives des expressions analytiques trés
simples fournies par la méthode sécante dans le cadre
du concept de déformation effective.

On considére ici une cellule de base cubigue, com-
portant une sphére creuse au centre, entourée de la
phase solide. On a vu qu’il n'est pas restrictif de sup-
poser la pression de fluide nulle. Le milien périodi-
fue est abtenu par répétition dans 'espace de ce maotif



de base. On détermine la charge limite de ce dernier
lorsqu‘il est soumis & un trajet radial dans 'espace des
contraintes. Dans la pratique, on se limite ici 4 des états
triaxiaux de révolution dans les axes de la cellule et 'on
fait varier le rapport £ /L .

La figure 8 présente une comparaison entre le
critére de rupture (88) (courbe en trait continu) et les
résultats numériques obtenus par un calcul en élé-
ments finis (cercles), pour les valeurs a = 0,21 et ¢, =
0,15. Les segments inclinés de part et d’autre de l'axe
vertical correspondent aux trajets de compression et
de traction uniaxiales. Sur ce diagramme, on note les
deux trajets rectilignes radiaux qui correspondent a
des états cdle compression et de traction simples. On
observe un excellent accord pour des niveaux de
contrainte moyenne égaux ou inférieurs a celui de
I'état de compression simple. En revanche, le résul-
tat du schéma d’homogénéisation non linéaire sures-
time significativement la résistance pour les états de
contrainte en compression faiblement déviatoriques.
On retrouve les limites de cette démarche qui viennent
d'étre commentées i propos de la résistance en com-
pression isotrope.

Z/h
Vo —_af B e
-1 —0.3 0 Em/h

Critére de rupture macroscopique pour
une phase solide de type Driicker-Prager:
approche périodique et estimation par
homogénéisation non linéaire.

FIG.T
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Conclusion

Parzallélement a 'approche expérimentale, la démar-
che micremécanique constitue une stratégie efficace
pour tester I'existence d'une contrainte effective dans
un cadre rhéologique donné. Bien qu’'elle soit couram-
ment admise pour les sols et largement validée par de
nombreux essais de laboratoire, la contrainte effective
de Terzaghi n'a pas de portée générale. D'une fagon
bien connue en Mécanique des Roches, la contrainte
effective proposée par Biot dans le cadre de la poro-
élasticité linéaire doit lui étre préférée. La question de
I'existence d’'une contrainte effective dans les sltua-
tions de comportement non linéaire, élastique ou non,
est plus ouverte. S'agissant du critére de rupture, la
contrainte de Terzaghi est attachée & 'absence d'effet
du confinement sur la résistance de la phase solide du
milieu poreux. Le recours a une contrainte effective
plus complexe, variant de fagon non linéaire en fonc-
tion de la pression, s'impose en revanche lorsque la
phase solide du milieu poreux posséde une sensibilité
au confinement de type Driicker-Prager.

1l est & noter qu'un écart vis-a-vis de la contrainte
de Terzaghi peut également résulter d’'interactions
non purement mécaniques entre les constituants de

la phase solide a I'échelle microscopique. C'est le cas
notamment dans les argiles de la classe des smectites
(Dormieux et al., 2005).

Signalons pour finir quelques résultats relatifs aux
matériaux élastiques linéaires endommagés par micro-
fissuration. On suppose que le réseau de fissures est
saturé et connecté, de sorte gu'il y régne une pression
uniforme. Dans le domaine des évolutions réversibles,
on montre que la refermeture progressive des fissu-
res se traduit par un comportement poroélastigque non
linéaire. Les équations d’état s’écrivent de fagon com-
mode en vitesse, en faisant appel & des coefficients de
poroéiasticité tangents :

L =Clm(Z 4+ P1):E - B, (3 + PL)P

/303

J (102)
. P
E+ ———
N (X + P1)

De surcroit, ces derniers dépendent de la contrainte
effective de Terzaghi (Dormieux et Kondo, 2005). Sous
réserve de I'homogénéité de la phase solide, ils sont
reliés par les relations homolegues de (26) et {31).

Enfin, signalons que le modéle micromécanique de
I'évolution de 'endommagement par microfissuration
proposé récemment (Dormieux et al., 2006a) conduit
& un critére de propagation également contrdlé par la
contrainte effective de Terzaghi.

e
Annexe : le lemme de Hill

(‘.’ — B“".(8+ 1‘1'

On considére un champ de contrainte ¢’ a diver-
gence nulle et un champ de déformation géomeétrigue-
ment compatible £* définis sur le ve.r. . On envisage
deux situations distinctes

- le champ de contrainte ¢’, de moyenne ' = @, vérifie
des conditions aux limites uniformes en contrainte :

(Vze Q) c'(2) . 0@ =% . 0{2)

- le champ de déformation €*, de moyenne E = g*, est
cinématiquement admissible avec un champ de dépla-
cement E* vérifiant des conditions aux limites unifor-
mes en déformations

(Vze ) E@=E .z
Dans les deux cas, on démontre la régle de moyenne
suivante :
o e =0 g (103}
Ce résultat constitue le lemme de Hill. Il garantit la

cohérence du changement d'échelle sur le plan éner-
gétique.
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