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Résumé

Une formule non-traditionnelle de la méthode des différences finies est pré-
sentée. Permettant tout type de maillage, elle rend cette méthode aussi souple
que celle des éléments finis. Parce qu’elle est explicite et suit donc le compor-
tement des matériaux au cours de leur réponse a une sollicitation, la formulation
présentée est particulierement efficace pour lI'étude des sols fortement non-
linéaires, avec de grandes déformations et des zones de plastifications impor-
tantes.

Abstract

A " non-classical ” formulation of the finite-difference method is presented. It
allows any type of discretization, making this method as flexible as the finite-
element method. It is explicit in time, and thus follows the behavior of materials
during their response to a sollicitation. Because of this, Lagrangian elements
are specially efficient for studying soils, highly non-linear, with large strains
and sizable plasticity zones.
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1. INTRODUCTION

La modélisation numérique des géomatériaux est une
étape nécessaire de I'élaboration de tout projet de génie
civil. Elle fait appel a deux grands types de méthodes.
D'une part. des méthodes d'équilibre limite permettent
de calculer rapidement les efforts maximaux que peut
soutenir une structure (pente, fondation, etc.), au prix
d’hypothéses souvent simplistes sur le comportement
des matériaux et leurs interactions et de la donnée a
priori des mécanismes de rupture. D'autre part, des mé-
thodes numériques plus sophistiquées — éléments finis
ou différences finies — fournissent les champs d'efforts
et de déformations, ainsi que le mécanisme de rupture
le plus critique, au prix de calculs beaucoup plus lourds
a metire en ceuvre.

Parmi ces dernieres, la méthode des éléments finis a
depuis longtemps supplanté sa concurrente, la méthode
des différences finies a laquelle était surtout reproché
son manque de souplesse. En fait, les défauts attribués
a la méthode des différences finies étaient liés a la ma-
niére dont celle-ci était formulée, et non a son principe
méme. Par une formulation « non-traditionnelle » de la
méthode, on supprime facilement ces défauts et 'on
peut batir une méthode numérique qui montre de nom-
breux attraits pour la modélisation des géomatériaux.
L'objectif de cet article est de présenter une telle for-
mulation, appelée «méthode des éléments Lagran-
giens », et développée au cours des cinq derniéres
années, Apres un rappel des concepts de base, la for-
mulation numeérique est décrite de maniére détaillée.
Une application au calcul d'un remblai renforcé est en-
suite présentée. Enfin, la formulation compléte d'un pro-
bleme simple est présentée en annexe, et permet la
comparaison de la méthode des éléments finis avec
celle des éléments Lagrangiens.

2. CONCEPTS DE BASE

La méthode des éléments Lagrangiens consiste en une
application « non-traditionnelle » de la méthode des dif-
férences finies explicites. Ses caractéristiques principales
sont passées en revue, ainsi que leurs implications pour
la modélisation des géomatériaux.

2.1. Les différences finies

La méthode des différences finies est peut-étre la plus
ancienne technique numeérique utilisée pour résoudre
des systemes d'équations différentielles avec conditions
initiales et/ou conditions aux limites (voir par exemple
DESAI et CHRISTIAN, 1977). Dans la méthode des
différences finies, toute dérivée présente dans le systeme
d’équations est remplacée directement par une expres-
sion algébrique écrite en terme des variations interve-
nant dans le systeme d’équations, en des lieux discrets
de l'espace. Ces variables sont indéterminées partout
ailleurs.

Dans la méthode des éléments finis, les contraintes et
déplacements (en mécanique) sont définis partout dans
le domaine d'étude. Des fonctions spécifiques décrivent
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leurs variations dans chaque élément. La formulation
consiste alors en I'ajustement de ces fonctions pour mi-
nimiser des termes d'erreur ou une énergie locale ou
globale.

Les deux méthodes produisent un systeme d'équations
algébriques. Bien qu'elles soient obtenues de manigres
difféerentes, ces équations sont similaires et méme par-
fois identiques. Par contre, un certain nombre de « fra-
ditions » différentes se sont ancrées au cours des
années. Par exemple, les programmes Eléments Finis
combinent en général les matrices élémentaires en une
matrice de rigidité globale de grande taille, alors que
les programmes Différences Finies ne construisent pas
de matrice globale car ils peuvent de maniere relative-
ment efficace reformuler les équations a chaque pas. II
existe d'autres différences, dont beaucoup sont dues
surtout aux habitudes des numériciens.

Enfin, il faut faire un sort & un mythe qui a survécu
jusqu'a auvjourd’hui. De nombreux professionnels (y
compris des auteurs de livres) croient que les différences
finies sont cantonnées a des maillages rectangulaires
définies en termes de (Ax, Ay). Ceci est faux ! De fait,
WILKINS a présenté (en 1964 !) une méthode qui per-
met de formuler les équations des différences finies
pour des éléments de forme quelconque. Clest cette
méthode que nous utilisons. La croyance erronée que
les Différences Finies sont inséparables des maillages
rectangulaires est responsable de nombreuses affirma-
tions, aussi peu fondées, sur les formes possibles des
limites et la distribution des propriétés des matériaux.
En utilisant la méthode de WILKINS, on peut donner
n'importe quelle forme aux limites et faire varier les
propriétés d'un élément a l'autre, exactement comme
avec les Eléments Finis.

2.2. La resolution explicite
avancant dans le temps

L'objectif de la méthode aux éléments Lagrangiens pré-
sentée est de trouver la solution d’'un probleme statique
ou quasi statique. Malgré cela, les équations du mou-
vement dynamique sont incluses dans la formulation.
En effet, ceci permet de s'assurer que le schéma nu-
mérique est stable méme lorsque le systeme physique
modélisé est instable. Avec des matériaux a comporte-
ment non linéaire, des instabilités physiques peuvent
survenir : rupture soudaine d’un pilier, d'une pente, par
exemple. Dans le monde physique, une partie de I'éner-
gie de déformation accumulée par le systtme est
convertie en énergie cinétique, qui se propage ensuite
a partir de la source et se dissipe, Si les termes d'inertie
sont inclus dans la formulation numeérique, ce processus
est reproduit directement : de I'énergie cinétique est en-
gendrée puis dissipée. Un algorithme de résolution « sta-
tique » qui n'inclut pas les termes d'inertie doit utiliser
une procédure numeérique pour modéliser les instabilités
physiques. Méme si la procédure supprime effective-
ment les instabilités numériques, le chemin de
contraintes et déformations suivi n'est pas forcément
réaliste.

La séquence de calcul générale de la méthode est il-
lustrée en figure 1. Les équations du mouvement sont
ufilisées pour calculer de nouvelles vitesses et donc de




SIMULATION DES GEOMATERIAUX PAR LA METHODE DES ELEMENTS LAGRANGIENS 11

(_ Equations du mouvement

Y
L ‘°e,” - W"“'“m Nouveles forces
déplacements ou contintes

\ Relations contrainte/déformation
(mocidle de comportement)

Fig. 1. — Séquence de calcul générale.
Fig. 1. — General calculation sequence,

nouveaux déplacements & partir des contraintes et des
forces en jeu. Ensuite les taux de déformation sont dé-
duits des vitesses et la loi de comportement du matériau
est utilisée pour déduire de nouvelles contraintes et
forces des taux de déformation. Chaque parcours de
cette boucle représente un cycle de calcul. Le principe
fondamental de la résolution explicite est que chaque
boite de la figure 1 remet a jour toutes les variables
qu'elle doit traiter a partir de valeurs connues et qui
restent fixées durant les calculs dans la boite. Par
exemple, la boite inférieure calcule de nouvelles
contraintes dans chaque élément & partir des vitesses
calculées a I'étape précédente, Ces vitesses sont blo-
quées durant le fonctionnement de la boite : les nou-
velles contraintes n'affectent pas les vitesses. Cette
hypothése est justifiée si nous choisissons un pas de
temps assez petit pour que l'information ne puisse pas
passer d’un élément a l'autre au cours de cet intervalle
de temps. Puisqu'un parcours de la boucle représente

un pas de temps, le «blocage » des vitesses est alors
justifié car des éléments voisins ne peuvent pas s'in-
fluencer pendant une période de calcul. Bien entendu,
les perturbations peuvent se propager dans le modéle
en plusieurs cycles de caleul, 3 la vitesse que met Pin-
formation a se propager physiquement.

Le paragraphe précédent est un exposé des principes
de la résolution explicite. La formulation mathématique
sera développée plus loin. L'idée de base est que la
vitesse de « 'onde de calcul » est toujours supérieure a
celle des ondes physiques, de fagon que les équations
opeérent toujours sur des valeurs connues et figées pour
la durée des calculs les utilisant. Cette méthode possede
plusieurs avantages importants (et un gros désa-
vantage !) : surtout, aucune itération n'est nécessaire
pour calculer les contraintes a partir des déformations
dans un élément, méme si la loi de comportement est
fortement non linéaire. Dans une méthode implicite (de
loin le type de méthodes le plus utilisé en Eléments
Finis), chaque élément communique avec chaque autre
élément pendant un pas de calcul: il est donc néces-
saire d'iterer avant de satisfaire a la fois les équations
d’équilibre et de compatibilité. Le tableau 1 est une
comparaison des méthodes explicites et implicites. On
peut voir que le désavantage des méthodes explicites
est la condition sur le pas de temps. Avec un pas de
temps imposé frés petit, il peut étre nécessaire d’effec-
tuer un grand nombre de pas avant d’amiver a la so-
lution statique. De ce fait, les méthodes explicites ne
sont pas compétitives pour la résolution de problémes
linéaires, en petites déformations. Elles trouvent par
contre leur application pour I'étude des systémes plus
complexes, mettant en jeu par exemple des non-linéa-
rités, de grandes déformations ou des instabilités phy-
siques. Les systtmes géomécaniques présentent en
genéral ce type de difficultés.

Tableau 1. — Comparaison des méthodes explicite et implicite (d’aprés CUNDALL, 1980).
Table 1. — Comparison between explicit and implicit methods (after CUNDALL, 1980)

Explicite

Implicite

Le pas de temps doit étre inférieur @ une valeur critique
pour assurer la stabilité

Pas de restriction sur le pas de temps, au moins pour
certains schémas de résolution

Peu de calculs par pas de temps

Nombreux calculs par pas de temps

Par d’amortissement numérique significatif introduit
pour les problémes dynamiques

Amortissement numérique dépendant du temps pour
les schémas inconditionnellement stables

Prise en compte de lois de comportement non linéaires
sans itérations supplémentaires

Nécessité d'une procédure itérative pour la prise en
compte de comportements non linéaires

Si le pas de temps est inférieur & sa valeur critique,
une loi non linéaire est toujours suivie d'une maniére
correcte

Il est toujours nécessaire de démontrer que la procé-
dure est: (a) stable; et (b) physiquement correcte,
c'est-a-dire qu’elle permet de suivre un chemin de
contraintes physiquement correct

Aucune matrice n’'est construite, La mémoire néces-
saire est minimum

Une matrice de rigidité doit étre stockée. La mémoire
nécessaire est importante

Aucune matrice n'étant construite, des grandes défor-
mations et de grands déplacements peuvent étre pris
en compte avec quasiment aucun calcul supplémen-
taire

Des calculs supplémentaires sont nécessaires pour
suivre de grandes déformations et de grands dépla-
cements
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2.3. L’analyse Lagrangienne

N'ayant pas de matrice de rigidité globale a construire,
nous pouvons de maniére trés simple réactualiser les
coordonnées des nceuds a chaque pas de temps. Les
deplacements incrémentaux sont ajoutés aux coordon-
nées et le maillage se déforme donc avec le matériau
qu'il représente. La formulation est donc «Lagran-
gienne », par opposition a la formulation « Eulérienne »
pour laquelle le matériau se déforme par rapport a un
maillage fixe. L'intérét de la méthode Lagrangienne est
simple : elle permet de traiter les problémes en grandes
déformations de maniere 2 la fois rigoureuse et aisée,
en ne pesant que trés peu sur la rapidité des calculs.

3. FORMULATION NUMERIQUE

Les équations générales sur lesquelles est basée la re-
solution sont rapidement passées en revue. Les équa-
tions aux differences finies en sont déduites. Deux
points importants de la méthode sont ensuite détaillés :
'amortissement utilisé et la détermination du pas de
temps critique. Les developpements exposes ci-dessous
concernent la modélisation mécanique. A partir de la
loi de FOURIER ou de la loi de DARCY, on peut
construire de la méme maniére les équations aux dif-
ferences finies permettant de résoudre des problemes
thermiques ou d’hydraulique souterraine.

3.1. Equations générales

Dans un solide déformable et dans un référentiel La-
grangien, la loi de NEWTON peut étre exprimée par
I'équation différentielle suivante (MALVERN, 1969) :

ou _ 0o,
pa—a&+pg, (1)

ol :
Les indices i, j représentent les trois composantes dans

un repere cartésien, la répétition d'un indice indiquant
une sommation.

p est la masse volumique

t est le temps

u est le vecteur vitesse

X est le vecteur position

g est l'accélération due aux forces de volume (en

général, accélération de la pesanteur)
o est le tenseur des contraintes,
En plus de 'équation du mouvement ci-dessus, 'étude
du solide déformable fait intervenir sa loi de compor-

tement. Celle-ci peut étre écrite de maniere incrémen-
tale :

c: = M (o, ¢ K) (2)
ol :
M( ) est la fonctionnelle définissant la loi
e est le tenseur des taux de déformation :

. ou, du
a3 ()
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K est un parametre dépendant de l'histoire du ma-
tériau — une mesure de la déformation plastique
de cisaillement par exemple pour un matériau
radoucissant ou durcissant.

La notation tel que: = signifie « remplacé par ».

Enfin, & cause de la rotation finie d’'une zone pendant
un pas de temps, le tenseur des contraintes relatif & un
systeme fixe de coordonnées est modifié :

G, w,) At (3)

= 1[0 _ oy
% T2\ T %

Cette derniere équation ne s'applique bien siir qu'au
cas des grandes déformations.

g,: = o, + (o, 6, —

3.2. Equations aux différences finies

Le solide est maillé par des quadrilataires. Chacun d'eux
est subdivisé en deux paires d’éléments triangulaires a
déformation uniforme (fig. 2). La force exercée sur un
nceud est prise comme la moyenne des forces pour les
deux paires de ftriangles, ce qui permet d’assurer une
réponse symétrique a un chargement symétrique.

Les équations aux différences finies sont déduites du
théoreme de GAUSS :

J‘nlfds = ot dA (4)
x

A

est le périmetre de I'élement de surface A
n est le vecteur unitaire normal a s

f  est un scalaire, vecteur ou tenseur défini sur A et
son périmetre,

5®

g 3\ 4

l\ (..)

(b) . (c)

Fig. 2. — Discrétisation mixte

a) Quadrilataires superposés; b) Vecteurs vitesse ;
c) Vecteur force nodale.
Fig. 2. — Mixed discretization
a) Overlayed quadrilaterals. b) Velocity vector :
¢) Nodal force vector.
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Nous utilisons (4) pour calculer la valeur moyenne du

gradient de f sur A, < a—>g > en fonction des valeurs

de f sur le périmetre s:

< %‘ > = %Jnlfds (5)

s

Appliquée a un élément triangulaire, cette relation de-
vient :
of 1

<a>=;\}£<f>n\.ﬁs (6)
ol :

La sommation s’applique aux trois cétés du triangle.
< f> est la valeur moyenne de f sur un coté

As est la longueur du cété

L’équation (6) nous permet d’écrire le tenseur taux de
déformation e en fonction des vitesses aux nceuds :

%s = T+ @) nds ()
et:
. _ 1 (dy du
@~ 2 (5X, ® &l> .

ou a et b sont les deux nceuds extrémités d'un coté du
triangle.

L'équation (7), approchée, est exacte si les vitesses
varient linéairement entre les nceuds.

L'utilisation d’éléments triangulaires élimine le probleme
de déformations non resireintes qui se pose avec les
éléments quadrilataires a déformation uniforme. Ce pro-
bleme, pour les polygones a plus de trois sommets, tient
au fait qu'il existe des combinaisons des déplacements
nodaux qui ne produisent aucune déformation, et donc
ne sont restreints par aucune force.

Un autre probleme classique de la modélisation de ma-
tériaux en plasticité n’est pas résolu par ['utilisation
d’élements triangulaires. Il s’agit de la formulation de la
condition d’incompressibilité lors de I'écoulement plas-
tique.

En effet, pour les problemes axisymétriques ou en dé-
formations planes, cette condition introduit une restric-
tion cinématique dans la direction perpendiculaire au
plan d’étude. Les éléments sont alors «surcontraints »
(nombre d’équations supérieur au nombre d'incon-
nues), ce qui donne lieu a des prédictions erronées et
optimistes des chargements de rupture. Ce probleme a
été discuté en detail par NAGTEGAAL et al. (1974),
Pour le résoudre, nous utilisons une procédure décrite
par MARTI et CUNDALL (1982), la discrétisation mixte.
Les parties isotropes des tenseurs de contraintes et de
déformations, sur lesquelles s’applique la condition d'in-
compressibilité, sont supposées constantes sur l'en-

semble d'un quadrilataire, alors que leurs parties
déviatoriques sont fraitées séparément dans les deux
triangles. Pour les deux triangles a et b de la figure 2a,
les taux de déformation sont donc ajustés pour rendre
égales les parties isotropes sans modifier les parties dé-
viatoriques.

Soient :

e}, €, e}, €, €, e, les composantes,

et

, | L . . :
b= gt &+

on pose:
: ; ) N 3
e;lz = em + é (ellII o e;Z)
. 1, .
G = &, ~ 3 (€, - &) 9)
& = &

Les équations en (b) sont identiques. Des ajustements
similaires sont effectués pour les triangles ¢ et d.

Une fois les composantes de e calculées, la loi de
comportement (éq. 2) et 'ajustement de rotation (éq. 3)
sont utilisés pour déduire un nouveau tenseur de
contraintes de ce tenseur taux de déformation. Le ten-
seur de contraintes obtenu est traité en discrétisation
mixte. La contrainte isotrope moyenne dans une paire
de ftriangles est calculée en utilisant une pondération
par les aires des triangles. Ce dernier traitement n'a
d'effet que si le comportement du matériau est dilatant
(auquel cas une déformation de cisaillement provoque
une variation de la contrainte isotrope). Sinon, les
conltraintes isotropes dans les deux triangles sont déja
égales.

En utilisant les notations de la figure 2c, la force ap-
pliquée au triangle sur son cété (1) est:

(1 - 1 {13
FY =g ¥ 8 (10)
Cette force est répartie de maniére égale entre les deux
noeuds extrémités du coté et la force appliquée a un
nceud est donc:

1

Fl = é o.u (n’“’ g 4 n'(21 g2 (11)
Pour chaque paire de friangles, les forces aux nceuds
dues aux deux triangles sont additionnées. La force ré-
sultante est ensuite prise égale & la moyenne des forces
trouvées pour les deux paires. Pour trouver la force
totale appliquée a un nceud, nous additionnons les
forces dues a tous les quadrilataires dont il fait partie.
Le vecteur résultant, que nous appelons XF, inclut éga-
lement des chargements éventuels (conditions aux li-
mites), et les forces de volume F* dues a la gravité :

I

F? = gm (12)
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oi m, est la masse gravitationnelle concentrée au
noeud, égale au tiers de la somme des masses des tri-
angles dont il fait partie.

2F, étant la force nette non équilibrée appliquée au
neeud, il reste a appliquer la formulation en différences
finies de la loi de NEWTON :
l:l‘(n..n/Z) oy l:l:x—x,’m + zFfll _‘& (13)
m
ou les indices supérieurs indiquent l'instant oli la varia-
tion est évaluée.

En grandes déformations, (13) est & nouveau intégrée
pour calculer les nouvelles coordonnées du neeud :

x:u—.\ll = )gm + l’-lf“ A2) A' (14)

Nous avons alors terminé un cycle de calcul, et reve-
nons a I'équation (7) pour en commencer un nouveau.
Le processus est répété jusqu’a satisfaction d'un critere
de convergence : la force nette non équilibrée maximum
sur 'ensemble des nceuds doit devenir inférieure a une
valeur fixée par I'utilisateur.

Notons que la formulation exposée ci-dessus résoud a
chaque pas les équations différences finies en petites
déformations, dans un systeme de référence lié au ma-
tériau. L'effet des grandes déformations intervient, apres
chaque pas, par la modification des coordonnées des
noeuds. Le fait que la formulation est incrémentalement
en petites déformations simplifie en particulier le trai-
tement de la plasticité.

3.3. Amortissement
et pas de temps critique

Il manque deux éléments au processus décrit dans le
paragraphe ci-dessus pour constituer un algorithme
opérationnel. Tout d’abord, les mouvements doivent
étre amortis de maniére & amiver a I'état stationnaire
(équilibre ou écoulement permanent) en un minimum
de cycles. Ensuite, nous devons déterminer le pas de
temps le plus grand possible qui élimine le risque d'ins-
tabilités numériques.

L'amortissement utilisé couramment par les méthodes
de relaxation dynamique est purement visqueux: la
force résistant au mouvement d'un neceud est propor-
tionnelle a sa vitesse. La mise en ceuvre d'un tel schéma
a trois inconvénients :

— l'amortissement introduit des forces de volume, qui
sont erronées dans les régions en «écoulement », et
peuvent influer dans certains cas sur le mode de rup-
ture ;

— la constante de viscosité optimale déepend des va-
leurs propres de la matrice de rigidité, qui ne peuvent
étre connues que par une analyse modale complete.
Pour un probléme linéaire, une telle analyse demande
presque autant de temps que la résolution proprement
dite. Pour un probléme non linéaire, les valeurs propres
ne sont pas forcément définies ;

— dans sa forme standard, I'amortissement visqueux
est appliqué également a tous les nceuds, la méme
constante de viscosité est choisie pour tout le maillage.
Dans de nombreux cas, les comportements peuvent dif-
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férer d’'une partie a 'autre du maillage, I'une étant stable
alors que l'autre est en plasticité par exemple. Pour de
telles situations, 'amortissement doit étre adapté loca-
lement.

Pour surmonter ces difficultés, nous imposons a chaque
nceud une force d'amortissement dont le module est
proportionnel au module de la force nette non équili-
brée, et dont la direction est telle qu'elle produit tou-
jours un travail négatif. L'équation (13) est remplacée
par I'équation suivante :

"_‘:n.\.uz; - ‘:l:l-.\l/Zl A

2 o At
(ZF:" - o |ZFY signe (uf'“"”)) — (15)
m
ou « est une constante (que nous avons fixée a 0.8).

Cette forme d'amortissement posséde les propriétés re-
quises : les forces de volume s’évanouissent a I'état sta-
tionnaire; la constante d’amortissement est sans
dimension et ne dépend pas des propriétés du systeme,
et l'amortissement est variable d'un point a l'autre
(CUNDALL, 1987, pp. 134-135).

Comme nous l'avons signalé plus haut, la procédure
de résolution explicite n'est pas inconditionnellement
stable : la vitesse du «front de calcul » doit éire plus
grande que la vitesse maximum de propagation de l'in-
formation. 1l faut donc choisir un pas de temps, plus
petit qu'un certain pas de temps « critique ».

Pour un solide élastique discrétisé en éléments de taille
Ax, la condition de stabilité est :

At < Ax/C (16)
ol C est la vitesse maximum de propagation de lin-
formation — typiquement, la vitesse des ondes de

compression, C_, avec :

c, = /K“L—;G/—3 (17)

oli: K est le module volumique
G est le module de cisaillement

Pour une masse au bout d'un ressort, la condition de

stabilite s’écrit :
At < 2 \/—TE (18)

ou: m et la masse
k est la raideur

Dans un systeme géneral, constitué d'un solide défor-
mable et d’un réseau quelconque de masses et de res-
sorts connectes, le pas de temps critique est relié a plus
petite période naturelle du systeme, T_

in *

At < Yoo (19)
¥

En pratique, la détermination des périodes propres du
systeme complet n'a pas d'intérét pour ce probleme. En
effet, nous pouvons estimer facilement le pas de temps
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critique local, quitte & appliquer ensuite un « coefficient
de sécurité » a ce pas de temps. La résolution ne sera
alors pas aussi rapide que si nous connaissions au dé-
part le pas de temps critique exact, mais le temps perdu
sera beaucoup moins long que le temps nécessaire pour
calculer les périodes propres !

Nous ne cherchons a calculer que des états statiques
ou quasi statiques. Les masses nodales peuvent donc
étre considérées, dans I'équation du mouvement (éq.
15), comme des facteurs de relaxation : nous pouvons
les ajuster pour améliorer la convergence. Bien entendu,
nous n'appliquons cet ajustement qu'aux masses iner-
tielles, et ne modifions pas les masses gravitationnelles.
qui sont utilisées pour calculer les forces dues a la pe-
santeur (éq. 12). Nous faisons Ihypothése que la
convergence sera optimale si les valeurs de tous les pas
de temps critiques sont égales, c'est-a-dire si les périodes
de réponse naturelles de tous les points du systerme
sont identiques. Par convention et pour simplifier les
calculs, nous fixons le pas de temps a 1 et ajustons les
masses nodales pour obtenir un pas de temps critique
Se (2), le « coefficient de sécurité » ainsi appliqué étant
e 0,5,

Sur une zone triangulaire d'aire A et de plus grande
dimension Ax__. Nous estimons la distance de pro-

pagation minimun d'un nceud a l'autre de la zone a
2A/Ax .. 1l vient alors :

_2A
C, Ax..
Substituant dans (20) la valeur At = 2 et I'expression
de C,, il vient:

(K + 4G/3) A,

P - Az

La masse nodale m  contribuée par un triangle est un
tiers de la masse de la zone pA, soit :

_ K + 4G/3) A,
m, = 3A (22)

Enfin, il reste & sommer les masses contribuées par tous
les triangles dont le nceud fait partie, en divisant par
un facteur 2 pour tenir compte des paires de triangles
superposées dans chaque quadrilataire, pour obtenir la
masse nodale m_

At = (20)

(21)

L (K + 4G/3) Ax?

m = X ( /3) Ax,
6A

L'effet de structures ou d'interfaces représentées par des

systémes de ressort est pris en compte en ajoutant a la

sommation de I'équation (23) une masse équivalente
calculée a l'aide de I'équation (18).

(23)

4. APPLICATION A L’ANALYSE
D’UN REMBLAI RENFORCE

4.1. Mise en ceuvre de la méthode

La méthode des éléments Lagrangiens a été mise en
ceuvre par Peter CUNDALL et Itasca Consulting Group
dans le code FLAC (Fast Langrangian Analysis of
Continua).

Parmi les capacités de ce programme, on peut citer:
diverses lois de comportement, lois de MOHR-COU-
LOMB et de HOEK-BROWN, loi & deux mécanismes
(cisaillement et compresssion isotrope), matériaux ra-
doucissant/durcissant, trois lois de fluage, etc.. résolu-
tion de problemes en déformations planes, en
contraintes planes et axisymétriques, des éléments
cables (avec scellement) et des éléments poutres pour
modéliser renforcements, structures, murs de soutene-
ment, des interfaces pour représenter les joints ou les
couches minces, la modélisation des écoulernents, le cas
échéant avec surface libre et des phénomenes couplés
comme la consolidation, la modélisation thermique et
thermo-meécanique. Enfin, FLAC est muni d'un macro-
langage, qui permet a l'utilisateur de définir de nouvelles
variables, procédures, sorties graphiques, etc.

4.2. Effet de la rigidité du renforcement
sur le comportement d’un remblai

Nous avons utilisé FLAC pour modéliser la construction
d'un remblai de 6 m de hauteur en matériau purement
frottant (¢ = 36°), renforcé par huit lits d’armatures
espacées verticalement de 75 cm (fig. 3). La géométrie
est similaire & celle d'un mur en Terre Armée, excepté
pour le parement qui est constitué de six plaques de
70 cm de longueur reliées entre elles par des joints
sans résistance en flexion. Les plaques sont reliées au
sol par une interface d'angle de frottement 20°, et cha-
cune d'elles est reliée en son centre 3 la téte d'une
armature. Les armatures sont des éléments « cables »,
sans résistance en flexion, reliés au sol par une interface
dont I'angle de frottement dépend de la profondeur de
l'armature. Nous avons testé des armatures de trois
rigidités différentes. Les moins extensibles (E = 2.10"
Pa) reproduisent l'armature métallique classique d’un
mur en Terre Armée. Les deux autres valeurs (E =
2.10° Pa et E = 2.10° Pa) comrespondent a des ren-
forcements qui pourraient étre constitués les premiers
de polyéthylene haute densité (PEHd) étiré, les seconds
de PEHd non étiré (sans tenir compte des effets du
fluage). Toutes les armatures d'un mur sont identiques.
Espacées de 75 cm, elles ont une longueur de 4,20 m,
une largeur de 60 mm et une épaisseur de 5 mm.
L'interaction sol-armature est caractérisée par une co-
hésion nulle et un coefficient de frottement qui varie
de 15 a la téte du remblai jusqua tgw 3 6 m de
profondeur. Le modele est prolongé de 12 m en arriere
de l'extrémité des armatures et a donc une longueur
totale de 16,2 m.

Une simulation a tout d'abord été validée par compa-
raison avec un code Eléments Finis (CESAR) dans un
cas ol I'hypothése des petites déformations est accep-
table, remblai mis en place en une seule phase, avec
des armatures métalliques.

Les résultats concordent alors tout a fait en termes de
tensions maximales dans les armatures comme de dé-
placements du massif.

Nous avons ensuite, a l'aide du macro-langage inclus
dans FLAC, écit une procédure qui permet de
construire une couche de remblai de 75 cm de hauteur
et d'y placer une armature et le parement correspon-
dant. Nous avons ainsi simulé en grande déformation
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Fig. 3. — Géométrie du modéle de remblai.
Fig. 3. — Geometry of the fill model.

la construction du remblai en huit phases successives,
pour les trois types d'armatures définis plus haut.

Les résultats a Iissue de I'étape finale sont représentés
sur les figures 4, 5 et 6. Sur ces trois figures, unique-
ment la partie gauche du modele est représentée. Les
barres le long des armatures et des plaques verticales
figurent les tractions qui s'y exercent. Les lignes poin-
tillées sont les courbes d'iso-déplacement horizontal.

Le déplacement horizontal maximal du parement varie
de 3,5 mm pour les armatures métalliques a 4,5 cm
pour les armatures extensibles, puis 45 cm pour les

armatures trés extensibles. Dans ce dernier cas, le dé-
placement horizontal atteint 7,5% de la hauteur du
mur,

Les figures montrent clairement le changement de ré-
gime de comportement du systeme, d’'un matériau quasi
élastique dont la déformation varie régulierement avec
la profondeur et dans lequel les armatures sont sollici-
tées sur toute leur longueur (renforcement métallique,
fig. 4), 2 un matériau qui rentre largement dans le do-
maine plastique au cours du chargement (I'état final
stable étant revenu dans le domaine élastique), pour
lequel un «coin de rupture » s'individualise nettement
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Fig. 4. — Remblai avec renforcement métallique. Tractions dans le renforcement (maximum 24,3 kN)
et déplacements horizontaux (courbes iso-déplacement d'intervalle 5.10°* m).

Fig 4. — Fill with metal reinforcement. Tension in the reinforcement (maximum 24,3 kN)

and horizontal displacement iso-lines (lines interval is 5.107* m).

et un ventre de déformation apparait au parement, alors
que les armatures inférieures ne sont plus sollicitées que
sur une partie de leur longueur (renforcement exten-
sible, fig. 5). La figure 6 (renforcement trés extensible)
montre simplement une amplification des phénoménes
observés sur la figure 5, les déformations étant approxi-

mativement multipliées par 10.

5. CONCLUSION

Les simulations exposées ci-dessus ont été effectuées
sur un ordinateur compatible PC 383. Les deux pre-
mieres ont requis environ 6 h 30 de calculs et la der-
niére environ 8 h de calculs. Les résultats montrés en
figures 5 et 6 n'ont pu étre obtenus que grace a la
capacité de la méthode utilisée & gérer de grandes
zones en plasticitée au cours des calculs et a « accom-
pagner » les grandes déformations du massif. Par sa
capacité a reproduire de maniére réaliste les compor-
temnents spécifiques des géomatériaux, tout en réclamant
des moyens de calcul limités (micro-ordinateurs ou sta-
tions de travail), la méthode des éléments Lagrangiens
fournit un outil de choix a I'ingénieur géotechnicien,

pour le dimensionnement et la vérification des ouvrages
qu'il congoit.
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Fig. 5. — Fill with flexible reinforcement. Tension
in the reinforcement (maximum 26,2 kN) and ho-
rizontal displacement iso-lines (lines interval is

5.107% m).

Fig. 6. — Remblai avec renforcement trés extensible. Tractions dans le renforcement (maximum 25,5 kN)
et déplacements horizontaux (courbes iso-déplacement d'intervalle 5.107%2 m).
Fig. 6. — Fill with very flexible reinforcement. Tension in the reinforcement (maximum 25,6 kN)
and horizontal displacement iso-lines (lines interval is 5.107% m).
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EXEMPLE SIMPLE DE FORMULATION ELEMENTS FINIS/DIFFERENCES FINIES

Pour illustrer le paralléle entre les formulations Eléments
Finis et Différences Finies, nous prenons le probleme
simple d'une plaque trapézoidale encastrée en pied et
soumise en téte a un effort de traction F. La formulation
Eléments Finis est due a F, SCHLOSSER (communi-
cation orale) et est basée sur le Principe des Travaux
Virtuels.

Pour ce probleme mono-dimensionnel, nous maillons
la poutre par trois trapezes et utilisons quatre nceuds

A, A, A, et A, (fig. Al).

Vu le nombre réduit d’éléments, la résolution n’est bien

Nous nous plagons au départ en élasticité linéaire et
utilisons K (module de déformation volumique) et G
(module de cisaillement).

Formulation Eléments Finis

Soit u le champ de déplacements horizontaux. Nous
utilisons une interpolation linéaire entre les points et
appelons u, le déplacement du point A. Avec les no-
tations de la figure Al, il vient :

X

stir qu'approchée. Il s’agit ici d'illustrer des approches 0= ulf s 0<x<l
et non de calculer une poutre! Pour des raisons de X X
simplicité également, nous ne reprenons pas ici la dis- u = ul(Z—I) =y I—T) sil<x<2 (A1)
crétisation mixte utilisee dans FLAC. Le lecteur intéressé
se reportera a l'article de MARTI et CUNDALL (1982) i = wB=Y - 42-5H s asxey
sur le sujet. =] =Y T
4
r A
F
A0| ¢ Al l A2 ¢ A3 L__)
h
h+3d L 4
A 4

Fig. A1. — Poutre trapézoidale. Discrétisation.
Fig. Al. — Trapeze shaped beam. Discretization.
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L'étude d'un élément nous permet de calculer le travail
de déformation virtuelle di a toute déformation vir-
tuelle. Avec les notations de la figure A2, le tenseur de
déformation est :

Le tenseur de contraintes & est alors :

Lo
(K+§G) a2
0 0

Soit le tenseur de déformation virtuelle :
du

53 = | ¢ ©

0 0]

Alors, le travail de déformation virtuelle correspondant
3W,, est donné par :

4 u du
SWM'J‘(K+§G)E?dS
s (A2)

4 a + b
(K+§G) %

udu

Il ne reste plus qu’a appliquer le Principe des Travaux
Virtuels (P.T.V.) a la plaque pour déterminer le systeme
d’équations linéaires donnant les déplacements u,, u
et u,.

3

2

D'aprés le PTV. pour tout déplacement virtuel, la
somme des travaux des actions extérieures est égale au
travail de déformation virtuelle. Soit ici :

W, = Fdu,
y N
N
N
u
‘ = ?
b
s v
A 4
— >

Fig. A2. -€ Poutre trapézoidale.
Notations pour I'étude d'un élément.

Fig. A2. — Trapeze shaped beam. Study of one element.

REVUE FRANGAISE DE GEOTECHNIQUE

K+ 36
W, = — (A3)
[(2h + 5d) uduy,
+ (2h + 3d) (u, = u,) (Bu, — Bdu,)
+ (2h + d) (v, = w,) (Bu, — 3u,)]

En écrivant l'identité entre ces deux expressions pour
toute valeur de du,, du, et 3u,, il vient:

(4h + 8d)u,
~ (2h + 3dju,= 0
- (2h + 3du, (A4)
+ (4h + 4du,
~ (2h + du= 0
~ (2h + di,
+ (2h + dhu,= %—65146

Formulation Différences Finies

L’étude d'un élément donne ici, en fonction des vitesses
aux noeuds, le tenseur incrément de déformation puis
le tenseur de contraintes.

En utilisant 'équation (5), il vient :

g—i=éjﬁ.ndp (A5)
P

avec P: périmetre de I'élément
n: normale au périmetre

En considérant que les vitesses varient linéairement
dans I'élément, il vient immédiatement :

a“=1<uzb+ﬁ<a—b)—u,a

& S 2
+$(a—b)> (A6)
2
62 sy
O cla+ b 2 : 2
=“%“1 (A7)
Dol :
u, — U
en=2cl
g =0 i # 1ouj#1

Ceci permet de calculer & et donc Ac.
Ao, = K + = 6 " Y
3 c
Ag,, = Ag, = 0 (A8)
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Nous en déduisons l'incrément de force appliqué sur
les cotés du trapeze, a l'aide de 'équation (10):

o Cote 1: AF = - aAg,
o Cote 2: AF = bAa,,

Chaque coté latéral :

(@ — b) Ay

AF = 2 .

En répartissant de maniére égale entre les deux nceuds
les forces sur les cotés latéraux, il vient :

B e = B ; b)Aan

(a + b)

‘At

AR, = ; b)Ao'“ (A9)

_, la+b)
= + 5 (K +

—G)u"’ ‘At

Il reste & sommer les forces incrémentales appliquées a
chaque nceud :

AF,=(K+ G) w
- K+ 36, - i) 23 a
AF, = (K + 360 (6, —i) 220 (a1
K+ 360, - i) Py
AF, = (K +26) (4, - i) 2Dy

Soit :

_2125_ = + (4h + 8d) q,

(K + 3 G At ~ (2h + 3d) 4,

iﬁ&_ - — (2h + 3d) g

K + 3 G At + (4h + 4d) 4, (Al1)
- (2h + d)

_21251_ - - (2h + d) 4

K + 3 G At + (2h + d) 4,

On se rameéne aisément a une équivalence avec le sys-
teme (A4) a cause de la linéarité du probleme. L'équi-
libre peut étre atteint en un seul pas de temps a partir
de létat initial (u, = u, = u, = 0), pourvu que, lors
de ce pas de temps on ait:

AF, = AF, = O et AF, = — F
En fait, nous ne procédons pas ainsi, A I'instant initial,

les vitesses u, étant nulles, nous aurons AF, = AF,
AF, = 0, soit une force non équilibrée egale a Fz au
point A,. Ceci va provoquer une variation de la vitesse

u, au cours du premier pas de temps, puis de proche
en proche l'extension de la plaque.

De cette fagon, au lieu de calculer directement un état
final, nous reproduisons la mise en tension progressive
de la plaque.

Bien entendu, cette méthode est trés inefficace dans le
cas élastique linéaire traité ci-dessus, Supposons main-
tenant que la force F est telle que la barre s’allonge de
50 % a l'equilibre. La résolution est identique. Cest la
réactualisation des coordonnées des nceuds & chaque
pas qui va permetire de reproduire I'allongement. De
plus, parce qu’elle suit le phénomeéne physique de mise
en tension de la plaque et reproduit donc en détail le
chemin de contraintes suivi, cette méthode est extré-
mement robuste vis-a-vis de changements éventuels de
comportement du matériau au cours de son charge-
ment.



